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                                 Dinamica Stick-Slip 

                                                    Sezione Triennio 

 

L’argomento trattato riguarda lo studio di un sistema massa-molla che presenta la 

cosiddetta dinamica stick-slip. La relativa complessità del fenomeno, pur essendo un 

argomento di meccanica, mi ha spinto a coinvolgere tre ragazzi di quarta liceo 

scientifico OSA, che quindi avessero già affrontato tutto il corso di meccanica del 

liceo. Il gruppo di lavoro si completa con la presenza di uno studente di quinta ITI 

(indirizzo elettronico). Quest’ultima scelta è stata fatta per due motivi: lo studio del 

sistema fisico preso in esame presenta delle difficoltà dal punto di vista matematico 

non affrontabili da studenti di quarta liceo ed inoltre, inizialmente, avevamo pensato 

di realizzare un sistema elettrico che presentasse comportamenti analoghi al sistema 

meccanico. Questo aspetto successivamente è stato abbandonato per la difficoltà che 

tale obbiettivo presentava, ma soprattutto per mancanza di tempo, in quanto abbiamo 

studiato il sistema in modo più approfondito rispetto a quanto preventivato 

inizialmente. 

Il progetto si è sviluppato da fine novembre a metà febbraio.  

Prima di tutto abbiamo affrontato l’argomento dal punto di vista teorico e con 

l’utilizzo di un programma di simulazione (Interactive Physics) che ci ha permesso di 

“visualizzare” la dinamica del sistema. Successivamente abbiamo sviluppato il lavoro 

dal punto di vista sperimentale ed infine abbiamo  implementato matematicamente il 

modello fisico attraverso un foglio di calcolo, al fine di effettuare la simulazione del 

suo comportamento. 

Complessivamente il lavoro ha richiesto una decina di incontri pomeridiani a scuola per 

un totale di circa 30 ore ed un notevole impegno domestico non quantificabile. 

                                                                              

                                                                               Il docente referente del progetto 
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1. Introduzione 

Cosa hanno in comune una corda di violino in vibrazione ed un terremoto? Una frana ed 

il cigolio di una porta aperta lentamente?  

Questi fenomeni possono presentare dinamiche intermittenti: fasi statiche in cui il 

sistema accumula energia potenziale si alternano a fasi dinamiche in cui l’energia 

potenziale si trasforma in energia cinetica. 

Queste dinamiche vengono chiamate stick-slip poiché sono caratterizzate 

dall’alternanza di fasi di aderenza (stick) e fasi di scorrimento (slip). 

Il sistema fisico più semplice che può presentare una dinamica di questo tipo è 

costituito da un blocco di massa M che scivola con attrito su una superficie piana. Il 

blocco è trascinato attraverso una molla di costante elastica k, in maniera che 

l’estremità libera della molla si muova a velocità costante v. 

Per semplicità possiamo considerare un sistema fisico equivalente al precedente, nel 

quale il blocco è collegato tramite una molla ad una parete fissa e sotto di esso scorre, 

a velocità costante, un piano con attrito. 

 
                     Figura 1 Corpo vincolato ad una molla con piano d’appoggio in movimento a velocità costante 

Lo scopo del nostro progetto è studiare la dinamica di questo sistema.  

Durante il nostro lavoro abbiamo studiato sperimentalmente il sistema descritto 

confrontando i risultati sperimentali coi modelli matematici e con la simulazione 

numerica effettuata con Excel.  

In particolare ne abbiamo studiato il comportamento al variare della massa del blocco, 

della velocità del piano e della costante elastica delle molle.  

Prima di iniziare il lavoro sperimentale abbiamo cercato di comprendere il fenomeno 

teoricamente ed utilizzando il programma di simulazione Interactive-Physics. 

Per questo lavoro abbiamo preso spunto dall’articolo Dinamica Stick – Slip:oscillazioni 

con attrito [1], ma abbiamo sviluppato aspetti sperimentali non trattati nell’articolo. 

 

2. Simulazione con Interactive-Physics e descrizione teorica 

L’utilizzo del programma Interactive Physics ci ha permesso di visualizzare la dinamica  

stick-slip tipica del sistema preso in esame. Inoltre, attraverso la suddetta 

animazione, abbiamo ottenuto i  grafici relativi a spostamento, velocità, accelerazione 

e forza elastica. In figura 2 è riportato il sistema realizzato con il programma e nelle 
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figure 3 (a, b, c, d) i grafici delle suddette grandezze ottenuti con  M=0,5 Kg; v=0,25 

m/s; Kmolla= 20 N/m; coefficiente di attrito statico 0,8 e dinamico 0,2.   

 

.  
                    Figura 2  Il sistema preso in esame realizzato con il programma Interactive-Physics 

    Figura 3a Grafico della posizione                                   Figura 3b Grafico della velocità 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figura 3c Grafico dell’accelerazione                                     Figura 3d Grafico della forza elastica 
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Vediamo ora come è possibile dedurre l’equazione del moto.  

Sia 𝑥(𝑡) la posizione del blocco, assumiamo che l’origine del sistema coincida con la 

posizione iniziale del blocco all’istante 𝑡 = 0 𝑠 e che in tale istante la molla sia a riposo. 

Nell’istante iniziale il piano inizia a scorrere con velocità v. A causa dell’attrito il 

blocco viene trascinato con velocità v dal piano (fase stick). Il moto del blocco, in 

questa periodo, è uniforme e l’equazione che lo descrive è       

                                                 𝑥(𝑡) = 𝑣 ∙ 𝑡.                (0) 

Durante questa fase la molla si allunga e la forza elastica lentamente cresce secondo 

la legge  

                                         𝐹𝑒𝑙 = 𝐾 ∙ 𝑥(𝑡) = 𝐾 ∙ 𝑣 ∙ 𝑡 

Ad un certo istante t1 la forza elastica eguaglia il valore massimo della forza di 

attrito statico, data da                   𝐹𝑀𝑎𝑥 = 𝜇𝑆 ∙ 𝐹𝑝𝑟𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 = 𝜇𝑆 ∙ 𝑀 ∙ 𝑔 , 

dove 𝜇𝑆 è il coefficiente di attrito statico. 

A partire da questo istante il corpo inizia a scivolare all’indietro (fase slip) sottoposto 

alla forza elastica e alla forza di attrito dinamico [2], quest’ultima è data da 

                                        𝐹𝑑 = 𝜇𝑑 ∙ 𝐹𝑝𝑟𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 = 𝜇𝑑 ∙ 𝑀 ∙ 𝑔, 

dove 𝜇𝑑 è il coefficiente di attrito dinamico. 

Nella fase slip l’equazione del moto diventa: 

            𝑀 ∙ 𝑎 = 𝐹𝑑 − 𝐹𝑒𝑙      ↔     𝑀 ∙ 𝑥̈ = 𝐹𝑑 − 𝑘 · 𝑥(𝑡)                       (1) 

con condizioni iniziali 

                                        {
x(t1) =

𝜇𝑆 ∙𝑀∙𝑔

𝐾
 

ẋ(t1) = 𝑣
 

 

La soluzione dell’equazione (1), come mostrato in appendice, risulta essere  

 

                  𝑥(𝑡) =
µ𝑑 ∙𝑀∙𝑔

𝐾
+  

(µ𝑠−µ𝑑 )∙𝑀∙𝑔

𝐾
 cos 𝜔𝑡 +

𝑣

𝜔
 sin 𝜔𝑡                     (2) 

Dove  𝜔 = √
𝐾

𝑀
   rappresenta la pulsazione del moto del corpo di massa M. 

In regime di basse velocità il termine  
𝑣

𝜔
≪  

(µ𝑆−µ𝑑) ∙𝑀∙𝑔

𝐾
 , quindi l’equazione (2) in questo 

caso diventa: 

                                  𝑥(𝑡) =
µ𝑑 ∙𝑀∙𝑔

𝐾
+  

(µ𝑠−µ𝑑 )∙𝑀∙𝑔

𝐾
 cos 𝜔𝑡             (3) 
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Questa equazione indica che il moto del blocco, nella fase di scivolamento, è costituito 

da un oscillazione ritmica (intorno alla posizione 
µ𝑑 𝑀∙𝑔

𝐾
) di ampiezza  

(µ𝑆−µ𝑑)∙ 𝑀∙𝑔

𝐾
  . 

In realtà questo tipo di moto dura mezza oscillazione e si alterna alla fase di aderenza 

quando il corpo riprende velocità v.  

Le due fasi del moto continuano ad alternarsi periodicamente.  

Mettendo insieme le due fasi il diagramma orario è quello riportato in figura 4, dove 

sono messe in evidenza la dipendenza dai coefficienti d’attrito e da tutte le 

grandezze caratteristiche del moto. 

 
Figura 4 Diagramma orario ottenuto con la combinazione delle equazioni (0) e (3) 

 

 Quando la velocità è “alta” la soluzione esatta 

dell’equazione (1) non risulta molto diversa, 

almeno dal punto di vista qualitativo, da quella 

analizzata in precedenza. Ciò si può notare dal 

confronto tra i diagrammi riportati in figura 4 

e figura 5.  L’unica rilevante differenza è una 

maggiore gradualità nel cambio di direzione nel 

passaggio dalla fase di aderenza a quella di     

scorrimento [3]. Di seguito riportiamo (figura 

6-7 a e b) i grafici delle velocità e delle 

accelerazioni ottenuti con la soluzione 

approssimata (3) e la soluzione esatta (2). 

Figura 5  Legge oraria ottenuta con l'equazione 

esatta (2) 
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  Figura 6a Grafico della velocità (soluzione approssimata)         Figura 6b Grafico della velocità (soluzione esatta) 

 

 Figura 7a Grafico accelerazione (soluzione approssimata)         Figura 7b Grafico accelerazione (soluzione esatta) 

Anche in questi grafici, per le soluzioni esatte, si può notare una maggiore gradualità 

nel passaggio dalle fasi stick alle fasi slip. 

 

3. Apparato sperimentale 

Nelle nostre misure abbiamo utilizzato blocchi in legno di diverse masse con alla base 

di appoggio attaccati “fogli”, con del nastro biadesivo, di diverso materiale (gomma, 

polistirolo, carta, cartavetrata,…). Abbiamo utilizzato fogli diversi, alla base del 

blocco, perché avevamo la necessità di trovare  materiali che presentassero una 

differenza relativamente ampia tra i coefficienti d’attrito statico e dinamico. E’ 

questa la condizione che  permette di ottenere le oscillazioni più ampie. Il blocco 

utilizzato, all’occorrenza, è stato zavorrato con placchette di ferro di vario peso.  

Sopra il blocco in legno è posto un cartoncino che funge da schermo.  La posizione e gli 

altri parametri dinamici vengono rilevati da un sonar (GoMotion della Vernier) puntato 

sul cartoncino.  
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Il blocco è poi collegato per mezzo di una molla ad un sensore di forza  che misura la 

tensione della molla stessa. Entrambi i sensori sono collegati a due computer, il sonar 

direttamente, mentre il sensore di forza attraverso l’interfaccia 3BNetLab. Questi 

dispositivi permettono di ottenere, istantaneamente,  gli andamenti nel tempo della 

tensione della molla, della posizione del blocco, della sua velocità ed accelerazione e, 

di conseguenza, di tutte le altre grandezze derivabili da queste, direttamente in 

formato grafico.  

La base scorrevole è un nastro trasportatore in gomma motorizzato reperito nel 

laboratorio di elettronica dell’istituto, utilizzato normalmente negli esperimenti di 

robotica. Questo dispositivo, a differenza di quello utilizzato nell’articolo [1], 

permette di variare con continuità la velocità (variando la tensione applicata al 

motorino fino a 12V) e si ha la certezza che durante la misura rimanga costante. 

In figura 8 è riportata la foto dell’apparato sperimentale. 

 
Figura 8 Apparato sperimentale 

4. Misure [4] 

 

4.a Misure preliminari 

Un volta allestito l’apparato sperimentale abbiamo innanzitutto verificato se il 

comportamento del nostro sistema fosse in accordo con quanto illustrato nel 

paragrafo 2 della tesina. A titolo di esempio in figura 9(a,b,c,d) sono riportati i grafici 

di posizione, velocità, accelerazione e forza elastica. La misura è stata effettuata con 

un blocco di massa pari a 0,262 Kg, con alla base  carta vetrata molto fine (P320), la 

costante della molla è K=5,0 N/m e la velocità del nastro  v=0,056 m/s. I coefficienti 

di attrito statico e dinamico, dedotti dal grafico della forza, sono 𝜇𝑆 = 0,88  e 

𝜇𝑑 = 0,73 . Come si può vedere i grafici sono qualitativamente molto simili a quanto 



 

9 

ottenuto teoricamente. Nel grafico della posizione sono ben evidenti le fasi di 

aderenza che si alternano alle fasi di scorrimento. Dalla pendenza del tratto di 

grafico lineare è possibile, facendo il fit, determinare la velocità del nastro (0,05576 

m/s riportato nel riquadro). Questo grafico, qualitativamente, sembra essere in 

maggiore accordo con il grafico ottenuto con la soluzione semplificata (figura 4), 

mentre quelli della velocità e della accelerazione sembrano essere più simili a quelli 

ottenuti con  la soluzione corretta (figure 6b e 7b). 

Come si deduce dal grafico di figura 4, l’ampiezza (differenza tra la posizione massima 

e la posizione minima)  dell’oscillazione risulta pari a 
2(𝜇𝑠−𝜇𝑑)∙𝑀∙𝑔

𝐾
 e sostituendo i 

parametri relativi alla nostra misura otteniamo 0,154 m. Dal grafico di figura 9a, dai 

valori massimo (0,466 m) e minimo (0,303 m), si deduce che tale ampiezza è 0,163 m, 

in buono accordo con il valore teorico. 

 

                 Figura 9a Andamento della posizione del blocco nel tempo 

 

 
                  Figura 9b Andamento della velocità del blocco nel tempo 



 

10 

 
                  Figura 9c Andamento dell’accelerazione del blocco nel tempo 

 

                       

 

 

 

 

 

 

                    Figura 9d Andamento della forza elastica agente sul blocco nel tempo 

L’andamento della velocità e dell’accelerazione si possono interpretare come segue.  

Quando la forza elastica raggiunge il valore massimo, la forza di attrito passa 

dall’attrito statico all’attrito dinamico, quest’ultimo risulta inferiore al precedente. In 

questa fase prevale la forza di richiamo della molla e quindi la velocità del blocco 

aumenta in direzione opposta rispetto a quella del nastro ed anche l’accelerazione 

aumenta nella stessa direzione. Le due grandezze risultano negative perché la 

direzione positiva è quella del moto del nastro. La molla, ad un certo punto, ha una 

lunghezza tale da avere una forza di richiamo uguale alla forza di attrito dinamico. E’  

questo l’istante in cui l’accelerazione risulta pari a zero e la velocità raggiunge il valore 

minimo nel grafico.  Poi il blocco continua a diminuire la sua velocità rispetto al nastro 

fino a fermarsi e riprendere il moto uniforme. In questa fase l’accelerazione risulta 

positiva, inizialmente crescente e poi decrescente fino a riportarsi al valore zero. 

Il grafico della forza elastica ha, ovviamente, lo stesso andamento della posizione, 

visto che dipende proporzionalmente da essa. Dal valore massimo della forza (nella 
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misura in questione 2,248 N) si può dedurre il coefficiente di attrito statico          

𝜇𝑆 =
𝐹𝑀𝑎𝑥

𝑀∙𝑔
=

2,248

0,262∙9,8
= 0,88 . Inoltre la forza di attrito dinamico è data dal valore medio 

tra la forza massima e la forza minima (1,516 N), deducibile anch’essa dal grafico. 

Risulta quindi  𝐹𝑑 =
2,248+1,516

2
= 1,882 𝑁. Dalla forza di attrito dinamico, come fatto per 

l’attrito statico, si può dedurre il coefficiente di attrito dinamico 𝜇𝑑 =
𝐹𝑑

𝑀∙𝑔
= 0,73. 

E’ interessante anche analizzare la dinamica del nostro sistema nello spazio delle fasi 

(grafico della velocità in funzione della posizione). Questo grafico sarà costituito da 

un segmento parallelo all’asse delle x nella fase di aderenza e da un semicerchio nella 

fase di scorrimento. Questo comportamento si può vedere nel grafico di figura 10 

ottenuto con i dati della misura riportata sopra.  

 
                         Figura 10 Traiettorie nello spazio delle fasi 

Questo grafico è in accordo con quello teorico ottenuto sia con il modello 

approssimato che con il modello esatto  (figura 11.) 

 
 Figura 11 Spazio delle fasi ottenuto teoricamente utilizzando il modello semplificato (grafico a sinistra) e il  

modello corretto (grafico a destra). 
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Il grafico sperimentale qualitativamente e molto simili ai grafici teorici, ed anche 

quantitativamente risultano in accordo. Infatti il diametro della semicirconferenza, 

come si può vedere in figura 11, è pari a    
2∙(𝐹𝑀𝑎𝑥−𝐹𝑑)

𝐾
 che nel nostro caso risulta 0,146 

m. In effetti osservando il grafico di figura 10 si può notare che l’ampiezza della 

circonferenza è poco meno di 0,16 m, quindi in buono accordo con il valore teorico.  

 

   4.b Misure di periodo 

In questa sezione faremo vedere da cosa sono influenzati i periodi di oscillazioni delle 

due fasi. Innanzitutto vediamo dal punto di vista teorico cosa succede. Il tempo di 

aderenza diminuisce all’aumentare della velocità perché, se non ci sono variazioni degli 

altri parametri, l’ampiezza dell’oscillazione rimane costante, ma viene raggiunta più 

velocemente all’aumentare della velocità. In effetti dalla teoria si deduce facilmente 

che il periodo di aderenza è dato da  𝑇𝑠𝑡𝑖𝑐𝑘 =
2(𝜇𝑠−𝜇𝑑)∙𝑀∙𝑔

𝐾∙𝑣
.  

Come si vede 𝑇𝑠𝑡𝑖𝑐𝑘 è inversamente proporzionale alla velocità e alla costante elastica 

della molla, inoltre è direttamente proporzionale alla massa del blocco. Per quanto 

riguarda il tempo di slittamento l’interpretazione non risulta così ovvia. Per velocità 

alte tende a  𝑇𝑠𝑙𝑖𝑝 = 2𝜋 ∙ √
𝑀

𝐾
,  mentre per velocità piccole il periodo di slittamento 

tende a  dimezzarsi. Per “piccole” variazioni di velocità questo tempo tende a rimanere 

costante. Nel grafico di figura 12 sono riportate le due soluzioni in funzione della 

velocità. 

 
   Figura 12 Andamenti dei periodi di aderenza (in rosso) e di slittamento (in blu) al variare della velocità 
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Dal punto di vista sperimentale abbiamo studiato l’andamento di questi tempi al 

variare della velocità del nastro, della massa del blocco e  della costante elastica della 

molla. 

Per le misure dei tempi al variare delle velocità abbiamo utilizzato i grafici della 

posizione in funzione del tempo ottenuti con il sonar. Da tali grafici si determinano 

facilmente  velocità di scorrimento e i tempi  𝑇𝑠𝑡𝑖𝑐𝑘 e  𝑇𝑠𝑙𝑖𝑝.  In tabella I sono riportati 

i dati di una misura ottenuta con un blocco di massa M=0,262 Kg, coefficienti di 

attrito 𝜇𝑠 = 0,85  e 𝜇𝑑 = 0,73  e KMOLLA=5 N/m. In figura 13 è riportato il grafico di 

Tstick  in funzione della velocità di scorrimento del nastro. 

 

v (m/s) Tstick (s) Tslip (s) 

0,015 7,30 0,70 

0,031 3,45 0,67 

0,044 2,80 0,70 

0,054 1,75 0,69 

0,064 1,60 0,70 

0,074 1,20 0,70 

0,085 1,25 0,73 

                                            Tabella I Periodi di oscillazione al variare della velocità 

 

 
                Figura 13 Grafico del tempo nella fase di aderenza in funzione della velocità 
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Il grafico è in accordo con la teoria. La costante 0,083 m teoricamente è data 

dall’espressione     
2(𝜇𝑠−𝜇𝑑)∙𝑀∙𝑔

𝐾
 . Tale valore nel nostro caso risulta 0,123 m. La 

differenza di questo  valore con quello sperimentale può essere dovuto alle variazioni 

che subiscono i coefficienti di attrito. Soprattutto per quanto riguarda l’attrito 

statico abbiamo notato, attraverso il diagramma orario, che il passaggio dalla fase di 

aderenza alla fase di scorrimento può essere influenzato dalla posizione del blocco sul 

nastro. In sostanza lungo il nastro trasportatore, di lunghezza circa 2 m, i coefficienti 

potrebbero assumere valori leggermente diversi a seconda della posizione per via di 

una certa eterogeneità della superficie del nastro.   

Per quanto riguarda il tempo nella fase di scorrimento, come si vede in tabella, non 

varia in modo significativo. Essendo le velocità basse, secondo la teoria, dovrebbe 

essere circa uguale alla metà di 2𝜋 ∙ √
𝑀

𝐾
 che nel nostro caso risulta 1,43 s. I valori 

ottenuti, riportati nell’ultima colonna della tabella I (valore medio 0,7 s), sono 

sostanzialmente in accordo con il valore teorico. Questi due risultati ci suggeriscono 

che le fluttuazioni di cui parlavamo prima, in merito ai coefficienti di attrito, 

riguardano soprattutto il coefficiente di attrito statico. Questo  perché quest’ultimo 

è influenzato, come detto sopra, dalla posizione sul nastro in cui è fermo, cosa per 

altro che si intuisce osservando l’oscillazione del sistema. 

Nelle stesse condizioni dell’esperimento precedente, abbiamo studiato il 

comportamento dei tempi di oscillazione al variare della massa del blocco mantenendo 

costante la velocità del nastro (0,022 m/s). I risultati ottenuti  sono riportati in 

tabella II ed il grafico corrispondente in figura 14. 

 

 

 

 

 

 

 

 
                                          Tabella II Dati dei periodi di oscillazione al variare della massa 

 

Anche in questo caso i risultati sono in accordo con quanto ci aspettavamo, anche se, 

durante le misure, superata la massa di 300 g le oscillazioni sembravano non 

M (Kg) Tstick (s) Tslip (s) 

0,137 3,10 0,58 

0,187 4,20 0,65 

0,212 5,25 0,65 

0,232 5,40 0,70 

0,262 6,20 0,70 

0,282 7,15 0,75 
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rispettare più la legge teorica. Non siamo riusciti a spiegare questo comportamento 

ma abbiamo notato che, utilizzando molle con costante elastica più grande, la dinamica 

del sistema rientra nella “normalità” anche con masse più grandi. 

La dipendenza del periodo di aderenza dalla massa del blocco è una diretta 

proporzionalità. La costante di proporzionalità teorica è data da     
2(𝜇𝑠−𝜇𝑑)∙𝑔

𝐾∙𝑣
 , che nel 

nostro caso risulta 21,4 s/Kg ed è in buon accordo con la pendenza del grafico (24 

Kg/s). 

 

 

            Figura 14 Andamento del tempo si aderenza al variare della massa 

Per quanto riguarda il periodo di slittamento, per le masse utilizzate e considerando 

che siamo in regime di basse velocità, dovremmo avere valori teorici compresi tra 

0,746 s (per la massa più grande) e 0,520 s (per la massa più piccola). I valori 

sperimentali vanno da 0,58 s a 0,75 s, quindi in discreto accordo, e presentano una 

tendenza ad aumentare al crescere della massa, così come ci aspettiamo dalla teoria. 

Un’ultima indagine fatta, relativamente al periodo,  è quella di valutare l’andamento dei 

tempi di oscillazione al variare delle molle. In questa misura abbiamo utilizzato un 

blocco di massa M=0,687 Kg con alla base del polistirolo (𝜇𝑠 = 1 e 𝜇𝑑 = 0,75), 
velocità 0,064 m/s e diverse molle. I dati ottenuti sono riportati in tabella III e in 

figura 15 è riportato il grafico del periodo di aderenza al variare della costante 

elastica delle molle. 

Anche in questo caso i dati sembrano essere in accordo con i modelli teorici. La 

relazione tra Tstick e K è, con buona approssimazione, una proporzionalità inversa e la 

costante di proporzionalità risulta 54 Kg/s. Teoricamente questo valore è pari a  
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2(𝜇𝑠−𝜇𝑑)∙𝑀∙𝑔

𝑣
 che nel nostro caso risulta 52,6 Kg/s.  In questo caso tra valore teorico e 

valore sperimentale vi è un buon accordo. 
 

K (N/m) Tstick (s) Tslip (s) 

10 6,16 0,72 

20 3,57 0,58 

50 1,68 0,36 

100 0,72 0,24 

                      Tabella III Dati dei periodi di oscillazione al variare della costante elastica 

 

 
                  Figura 15 Andamento del tempo di aderenza al variare della costante elastica della molla 

Anche i periodi di slittamento sono in  buon accordo con i valori teorici. Nelle 

condizioni in cui abbiamo effettuato la misura i valori teorici sono perfettamente in 

accordo per tre su quattro dei valori sperimentali. Solo il primo dei valori riportati in 

tabella III presenta una certa discrepanza con il valore teorico che risulta  0,82 s. 

  4.c Confronto tra due misure ottenute con coefficienti di attrito differenti  

Abbiamo detto che la differenza tra il coefficiente di attrito statico e dinamico è 

fondamentale al fine dell’ampiezza dell’oscillazione. E’ difficile fare un indagine 

sistematica in tal senso ma, per evidenziare questo aspetto, mettiamo a confronto due 

diagrammi orari ottenuti con coefficienti di attrito diversi. Il blocco utilizzato ha 

massa M=0,266 Kg, la molla utilizzata nelle due misure ha costante K=5 N/m e la  

velocità del nastro è v=0,046 m/s. Per variare i coefficienti di attrito abbiamo 
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-0,917 
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applicato alla base del blocchetto un foglio di cartoncino  (𝜇𝑠 = 0,47  e 𝜇𝑑 = 0,39) e un 

foglio di plastica  (𝜇𝑠 = 0,54  e 𝜇𝑑 = 0,32). I coefficienti di attrito sono stati ricavati, 

come descritto sopra, dai grafici della forza elastica. I grafici ottenuti relativi alla 

posizione sono riportati in figura 16. Come si vede nel primo grafico, ottenuto con il 

foglio di plastica, si ha un’ampiezza di 0,269 m (max 0,464 m; min 0,195 m), mentre 

nell’altro grafico si ha 0,098 m ( max 0,409 m; min 0,318 m). In effetti si vede bene 

dai due grafici la differenza tra le ampiezze. In particolare si ha che l’ampiezza del 

primo grafico è circa tre volte l’ampiezza del secondo che corrisponde al rapporto che 

si ha tra le differenze  dei coefficienti di attrito. 

 

Figura 16  Confronto tra diagrammi orari ottenuti con coefficienti di attrito diversi 

Anche sui tempi di aderenza vi è la stessa proporzione; infatti dai diagrammi orari 

abbiamo dedotto che nel primo caso Tstick è pari a 5,95 s, mentre nel secondo caso è 

pari a 2,1 s. Mentre per quanto riguarda i tempi di slittamento risultano 

sostanzialmente invariati, circa  0,83 s per tutte e due le misure. 

In queste condizioni abbiamo anche effettuato una misura con un foglio di gomma alla 

base del blocco, ottenendo una oscillazione di ampiezza praticamente nulla. Questo è 

dovuto al fatto che la differenza tra coefficiente di attrito dinamico e coefficiente 

di attrito statico è trascurabile.  

 

5. Simulazione con Excel  

 Interactive Physics permette di simulare abbastanza bene, dal punto di vista 

qualitativo, il comportamento del nostro sistema, ma non siamo riusciti a fare un 

confronto quantitativo con i nostri grafici sperimentali. Per questo motivo abbiamo 

deciso di effettuare una simulazione numerica con l’utilizzo di excel. In particolare si  

affronta lo studio fisco del sistema, attraverso lo studio teorico dello stesso, 
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mediante il metodo degli incrementi finiti su un foglio di calcolo, metodo che viene 

descritto in appendice.  

A titolo di esempio riportiamo i grafici (figura 16), ottenuti con il metodo degli 

incrementi finiti, di posizione, velocità, accelerazione e forza conseguiti con i 

parametri relativi alla misura riportata nella sezione 4.a (M=0,262 Kg,  K=5,0 N/m,  

v=0,056 m/s, 𝜇𝑆 = 0,88  e 𝜇𝑑 = 0,73). Dal confronto con i grafici di figura 9 si vede che 

vi è un buon accordo di tutte le grandezze riportate nei grafici ed anche facendo una 

comparazione più dettagliata dal punto di vista quantitativo sembra che la simulazione 

sia molto fedele al comportamento reale del sistema. 

 
                                  Figura 16a Posizione al variare del tempo  

 

 
                                 Figura 16b Velocità al variare del tempo 

 

 
                                 Figura 16c Accelerazione al variare del tempo 
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                                   Figura 16d Forza al variare del tempo 

 

6. Conclusioni 

Questo nostro lavoro di indagine ci ha permesso di approfondire lo studio di un 

sistema che presenta una dinamica “insolita”: la dinamica stick–slip. Fenomeno che 

all’apparenza non sembrava avere una particolare rilevanza dal punto di vista fisico e, 

di conseguenza, non sembrava essere determinante in nessun fenomeno naturale 

specifico. Al contrario, grazie allo studio che abbiamo attuato e che ci ha inoltre 

permesso di lavorare in gruppo in modo innovativo rispetto alle ordinarie attività 

scolastiche, siamo riusciti a comprendere quanto sia in realtà complesso e importante 

questo fenomeno. Ricreare in laboratorio una dinamica di questo tipo ha comportato il 

sorgere di ovvie difficoltà soprattutto durante la fase ideativa, ma da ciò è derivato 

un grande interesse da parte di tutti noi che ci ha spinto ad andare sempre oltre 

nell’analisi e cercare di comprendere sempre più a fondo i vari dettagli della dinamica 

stessa. Per compiere tutto questo non è bastato soltanto modificare le variabili in 

gioco o avvalersi di strumenti tecnologici, rivelatisi indispensabili per la raccolta e 

l’analisi dei dati, ma è stata fondamentale la crescente passione e determinazione che 

ci ha accompagnato per tutto il progetto e ci ha permesso di comprendere le basi di 

uno dei più interessanti ed affascinanti fenomeni naturali che ci sia mai capitato di 

studiare. 

 

Bibliografia e Note 

[1] F. di Liberto, E. Balzano, M. Serpico, F. Peruggi- Dinamica Stick – 

Slip:oscillazioni con attrito – LFNS, Vol.40, 2007, n 3, p.113. 

[2] Questo modello non prevede, come invece abbiamo visto in altri studi, una      

dipendenza della forza di attrito dalla velocità.  

[3] Abbiamo voluto mettere a confronto diretto la soluzione esatta con quella 

approssimata. Con l’utilizzo di excel abbiamo realizzato il grafico delle due 

funzioni. Come si vede dal grafico in basso (posizione nel tempo), dove sono 

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

0 2 4 6

F
or

z
a
 (
N
) 

t (s) 



 

20 

riportate due curve ottenute con le formule (2) e (3), le due soluzioni si discostano 

molto poco. 

 
 

[4] Abbiamo presentato tutte le misure senza incertezze. Questa scelta è stata 

fatta in quanto, almeno inizialmente, abbiamo puntato l’attenzione soprattutto 

sull’aspetto qualitativo dei risultati. In seguito ci siamo resi conto che avrebbe 

avuto senso stimare gli errori di misura, ma abbiamo comunque tralasciato questo 

aspetto anche perché riteniamo che questa scelta non comprometta il valore dei 

risultati ottenuti. 

       

Appendice 

 Risoluzione dell’equazione (1) 

Per la risoluzione dell’equazione differenziale (1) utilizziamo le trasformate di Laplace. 

La trasformata consente di studiare la funzione nel dominio immaginario  
L[𝑓(𝑡)] = F(s) 

senza ricorrere a integrali differenziali, per poi ottenere la soluzione nel dominio reale del tempo 

utilizzando l’antitrasformata 
𝐿−1[𝐹(𝑠)] = 𝑓(𝑡) 

L’equazione (1) può essere scritta come segue: 
𝑀𝑥̈(𝑡) = 𝜇𝑑𝑁 − 𝑘𝑥(𝑡) 

Passiamo ora da dominio del tempo al dominio di s: 

𝑥̈(𝑡)
𝑠

→ 𝑠2𝑥(𝑠) − 𝑠𝑥0 − 𝑥̇0 

𝑥(𝑡)
𝑠

→ 𝑥(𝑠) 

𝜇𝑑𝑁
𝑠

→
𝜇𝑑𝑁

𝑠
 

Date le condizioni: 

{

𝑥̇0 = 𝑣

𝑥0 =
𝜇𝑠𝑁

𝑘
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Ora possiamo sostituire i dati nell’equazione iniziale ottenendone una equivalente ma nel dominio 

complesso s: 

𝑀(𝑠2𝑥(𝑠) − 𝑠𝑥0 − 𝑥̇0) =
𝜇𝑑𝑁

𝑠
− 𝑘𝑥(𝑠) 

𝑀 (𝑠2𝑥(𝑠) − 𝑠
𝜇𝑠𝑁

𝑘
− 𝑣) =

𝜇𝑑𝑁

𝑠
− 𝑘𝑥(𝑠) 

Possiamo ora isolare l’incognita x(s) ottenendo: 

𝑥(𝑠) =
𝑣

𝑠2 +
𝑘
𝑀

+
𝜇𝑠𝑁

𝑘

𝑠

𝑠2 +
𝑘
𝑀

+
𝜇𝑑𝑁

𝑀

1

𝑠(𝑠2 +
𝑘
𝑀

)
 

A questo punto Laplace impone di avere un determinato tipo di funzione per potere ottenere la 

trasformata e nel nostro caso sono tre diverse che necessitano però di un fattore ω2 che imponiamo 

corrispondente al rapporto delle due costanti: 𝜔2 =
𝑘

𝑀
 

Sostituiamo ora ω2: 

𝑥(𝑠) =
𝑣

𝑠2 + 𝜔2
+

𝜇𝑠𝑁

𝑘

𝑠

𝑠2 + 𝜔2
+

𝜇𝑑𝑁

𝑀

1

𝑠(𝑠2 + 𝜔2)
 

Ora possiamo applicare le trasformate di Laplace dividendo la funzione in tre equazioni. 

La prima equazione:          
𝑣

𝑠2+𝜔2 

Questo tipo di equazione non corrisponde a nessuna trasformata, dobbiamo quindi moltiplicare e 

dividere per ω ottenendo:       
𝑣

𝜔

𝜔

𝑠2+𝜔2     dove   
𝜔

𝑠2+𝜔2     corrisponde a  sin 𝜔𝑡. 

La seconda equazione corrisponde già a una trasformata quindi senza ulteriori calcoli:  
𝜇𝑠𝑁

𝑘

𝑠

𝑠2+𝜔2, 

dove    
𝑠

𝑠2+𝜔2    corrisponde a cos 𝜔𝑡. 

La terza equazione   
𝜇𝑑𝑁

𝑀

1

𝑠(𝑠2+𝜔2)
,  come la prima non corrisponde a nessuna trasformata, dobbiamo quindi 

moltiplicare e dividere in modo tale da ottenere   
𝜇𝑑𝑁

𝑘

𝑘

𝑀

𝑠(𝑠2+𝜔2)
, dove  

𝑘

𝑀
 corrisponde ad ω2. 

L’espressione 
𝜔2

𝑠(𝑠2+𝜔2)
  corrisponde a 1 − cos 𝜔𝑡 

Ora che sono state fatte queste considerazioni otteniamo che: 

𝑥(𝑠) =
𝑣

𝜔

𝜔

𝑠2 + 𝜔2
+

𝜇𝑠𝑁

𝑘

𝑠

𝑠2 + 𝜔2
+

𝜇𝑑𝑁

𝑘

𝜔2

𝑠(𝑠2 + 𝜔2)
 

Sostituendo le trasformate studiate prima diventa: 

𝑥(𝑡) =
𝑣

𝜔
sin 𝜔𝑡 +

𝜇𝑠𝑁

𝑘
cos 𝜔𝑡 +

𝜇𝑑𝑁

𝑘
(1 − cos 𝜔𝑡) 

Ora la funzione è stata riportata nel dominio del tempo, non resta che raccogliere per ottenere il 

risultato finale: 

𝑥(𝑡) =
𝜇𝑑𝑁

𝑘
+

𝑁

𝑘
(𝜇𝑠 − 𝜇𝑑) cos 𝜔𝑡 +

𝑣

𝜔
sin 𝜔𝑡 

Derivando quest’ultima funzione si ottiene la velocità: 

𝑥̇(𝑡) =  −𝜔
𝑁

𝑘
(𝜇𝑠 − 𝜇𝑑) sin 𝜔𝑡 + 𝑣 cos 𝜔𝑡 

Derivando ancora si ottiene la funzione accelerazione: 

𝑥̈(𝑡) = −𝜔2
𝑁

𝑘
(𝜇𝑠 − 𝜇𝑑) cos 𝜔𝑡 − 𝜔𝑣 sin 𝜔𝑡 
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Simulazione mediante il metodo degli incrementi finiti 

Il sistema è governato da equazioni differenziali, quindi, il metodo degli incrementi consente di 

affrontarne lo studio senza ricorrere a specifiche conoscenze matematiche relative al calcolo integro-

differenziale; inoltre rappresenta una metodica certamente  utile per fare un confronto diretto tra i 

dati pratici e i dati teorici. Il metodo quindi  consente, invece che analizzare una curva, di scomporre il 

fenomeno in piccoli segmenti che nel loro insieme costituiranno la funzione complessiva. Ciò comporta 

che per approssimare nel miglior modo la funzione è necessario utilizzare incrementi Δt molto piccoli. 

L’equazione da utilizzare e  che governa il sistema  è la (1) :  𝑀 ∙ 𝑎 = 𝐹𝑑 − 𝐹𝑒𝑙       

Dall’osservazione sperimentale il sistema appare evidentemente discontinuo; la discontinuità è 

individuata nell’istante di separazione delle fasi di aderenza (stick) e di scorrimento (slip). 

1^ fase: Fase di aderenza 

Il moto è governato dallo spostamento a velocità costante della massa che, essendo in aderenza con il 

nastro, si muove secondo il moto uniforme determinato dalla velocità fissa di avanzamento del nastro. 

Durante tale avanzamento viene allungata la molla, che comporta un aumento di forza di richiamo 

elastico secondo la legge di Hooke. Come detto tale situazione di massa solidale con il nastro permane 

fino a quando la forza di richiamo della molla non raggiunge il valore della forza di attrito statico tra 

nastro e massa. Tale forza limite vale quindi 𝜇𝑠 ∙ 𝑁 

Il modello implementato in tale fase prevede quindi, per accelerazione, velocità, posizione e forza di 

richiamo elastico le seguenti formule: 

Relazione Spiegazione 
𝑎(𝑡) = 0 Moto rettilineo uniforma, accelerazione nulla 

𝑣(𝑡) = 𝑐𝑜𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 = 𝑣𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑡à 𝑛𝑎𝑠𝑡𝑟𝑜                                            / 
∆𝑥(𝑡) = 𝑣 ∙ ∆𝑡 Variazione di posizione  

𝑥(𝑡 + ∆𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑣 ∙ ∆𝑡 Posizione massa rispetto al riferimento assoluto 
𝐹𝑒𝑙 = 𝑘 ∙ 𝑥(𝑡) Forza di richiamo elastico 

 

2^ fase: Fase di scorrimento 

Avviene quando prevale la  forza di richiamo elastico rispetto all’attrito statico. Lo scorrimento della 

massa sul nastro impone l’utilizzo del coefficiente di attrito dinamico. La seconda fase è quella di 

ritorno del blocchetto di legno verso la molla tirato e presenta queste condizioni:                 

               𝑣 = 0 𝑚/𝑠       𝐹𝑎𝑠 = 𝐹𝑒𝑙 

Queste sono le condizioni iniziali di questa fase, la forza di attrito statico e la forza elastica  si 

eguagliano e, essendoci un inversione di direzione, la velocità è pari a zero. Dopo questa breve fase 

transitoria il corpo inizierà ad essere tirato dalla molla, quindi avrà una accelerazione (negativa rispetto 

a quella del nastro) e si passerà da attrito statico ad attrito dinamico, per tanto in questa fase 

l’accelerazione è data dalla formula: 

𝑎 =  
𝐹𝑎𝑑 − 𝐹𝑒𝑙

𝑚
 

Questa seconda fase persisterà fino alla scarica della molla, cioè quando la forza di attrito e quella 

elastica si eguaglieranno nuovamente , allora gli incrementi saranno riportati alla fase uno e poi di nuovo 

a ciclo continuo. 
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  Le condizioni iniziali della seconda fase sono quindi: 

Condizioni iniziali Spiegazione 
𝑡 = 0                                             / 

𝑎(𝑡) = 0                                            / 
𝑣(𝑡) = 𝑣𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑡à 𝑛𝑎𝑠𝑡𝑟𝑜                                            / 

𝑥(𝑡) = 𝑥𝑚𝑎𝑥 =
𝜇𝑠 ∙ 𝑀 ∙ 𝑔

𝐾
                                            / 

 𝐹𝑒𝑙 = 𝜇𝑠 ∙ 𝑀 ∙ 𝑔                                            / 

 

In tale fase la massa si  “stacca” dal nastro ed inizia a scorrere all’indietro, richiamata dalla molla ed il 

moto è governato dalla seconda legge della dinamica, con posizione, velocità ed accelerazioni variabili. 

Tuttavia, determinando la sommatoria delle forze che in ogni istante agisce sulla massa, si riesce a 

determinare, istante per istante, le variabili cinematiche del moto. 

Ogni istante è distanziato dal precedente da ∆𝑡 che andrà fissato sufficientemente piccolo per rendere 

ottimale la simulazione per incrementi finiti. 

Il sistema è dinamico e i valori delle grandezze nell’istante n-1 (precedente) consentono di determinare  

le  grandezze nell’istante successivo n. 

Le formule di calcolo da utilizzare sono perciò le seguenti: 

 Spiegazione 
𝑡𝑛 = 𝑡𝑛−1 + ∆𝑡                                          / 

𝑎𝑛 = 0 Durante la fase di aderenza 

𝑎𝑛 =
𝐹𝑎𝑡𝑡𝑟𝑖𝑡𝑜 𝑑𝑖𝑛𝑎𝑚𝑖𝑐𝑜 − 𝐹𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐𝑎 𝑛−1

𝑀
 

Calcolo dell’accelerazione dal secondo principio della 

dinamica 

𝑣𝑛 = 𝑣𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑡à 𝑛𝑎𝑠𝑡𝑟𝑜 Durante la fase di aderenza 
𝑣𝑛 = 𝑣𝑛−1 + 𝑎𝑛−1 ∙ ∆𝑡 Velocità nell’istante successivo 
𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 + 𝑣𝑛−1 ∙ ∆𝑡 Posizione istantanea nell’istante successivo 

𝐹𝑒𝑙 = 𝑘 ∙ 𝑥𝑛 Forza di richiamo elastico 

 

Si è scelto di implementarle in Excel anche se tale calcolo iterativo poteva essere ottenuto anche 

tramite vettori in qualsiasi linguaggio di programmazione (es. linguaggio C), che tuttavia avrebbe reso 

meno immediata la costruzione dei grafici. 

Inoltre nelle formule si sono introdotti opportuni controlli (con funzione SE) per differenziare 

grandezze e parametri da usare per effettuare i calcoli (esempio se usare il coefficiente di attrito 

statico o quello dinamico). 

Data la formula del moto dell’apparato e i dati quali: il tempo, l’accelerazione, la velocità e infine la 

massa dell’oggetto si può procedere allo studio del modello implementato. 

Lo studio necessità di condizioni iniziali fisse – la prima riga- mentre i dati in che seguono sono calcolati 

in funzione del tempo, cioè conoscendo lo stato del nostro sistema in un determinato tempo t. 

Di seguito mostriamo una schermata del foglio di calcolo.  
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