
 
Oscillazioni di un sistema massa-molla 

Sezione triennio 
 
 

La scelta dell’argomento da trattare in occasione della XVIII edizione di ScienzAfirenze è stata 
fortemente influenzata dalla situazione pandemica che stiamo vivendo. Un sistema massa-molla 
presenta quelle caratteristiche per cui può essere studiato, dal punto di vista sperimentale, anche 
in un contesto diverso da quello di un laboratorio di fisica. Infatti, tale studio può essere fatto con 
la video-analisi. La scelta è ricaduta su questo sistema anche perché dal punto di vista teorico 
permette una trattazione che sicuramente può arricchire le conoscenze di uno studente del triennio 
di un liceo scientifico. 
I ragazzi coinvolti nel progetto frequentano il quarto anno del liceo scientifico scienze applicate. 
Il lavoro è iniziato nella seconda metà di ottobre con un paio di incontri online per complessive 5 
ore di lezione. In questa prima fase è stato affrontato l’argomento dal punto di vista teorico e, in 
particolare, visto che non sapevamo quanto avremmo potuto approfondire l’argomento dal punto 
di vista sperimentale a causa di eventuali lockdown, ho introdotto il concetto di derivata e di 
equazioni differenziali, condizione necessaria per poter affrontare con un minimo di 
approfondimento lo studio teorico dell’argomento scelto. 
Successivamente tra novembre e dicembre abbiamo realizzato tutte le misure che, malgrado la 
situazione epidemiologica, siamo riusciti a fare in presenza. 
Nel mese di gennaio e febbraio abbiamo analizzato i dati e scritto la relazione finale lavorando quasi 
sempre a distanza. 
Complessivamente abbiamo avuto incontri per un totale di 20 ore per la parte strettamente 
sperimentale e circa 15 ore per il resto, oltre al lavoro che i ragazzi hanno fatto autonomamente. 
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                  Oscillazioni di un sistema massa-molla 
Abstract 

In this work a simple spring-mass system has been studied in different “configurations”. More specifically we studied 
damped oscillations in water and in seed oil, we then studied the behaviour of the same spring-mass system while 
forcing it with an electric motor. In the end we carried out an experiment in which the oscillating mass was put into 
motion by a variable magnetic field. This last experiment shows an incredible variety of different oscillations. 

Introduzione 

Il lavoro che abbiamo deciso di presentare in occasione 
della XVIII edizione di ScienzAfirenze riguarda una serie 
di esperimenti sulle oscillazioni di un sistema massa-
molla. In particolare, abbiamo ripercorso, almeno 
parzialmente, il lavoro presentato negli articoli [1] e [2]. 
L’autore dei due articoli mostra il comportamento di un 
oscillatore smorzato e forzato. Infine, descrive un 
oscillatore in cui la presenza di una massa oscillante 
magnetizzata e di due magneti posizionati 
opportunamente, che interagiscono con la massa 
oscillante, danno vita a delle oscillazioni cicliche di 
periodo 2 e periodo 3. L’autore, nell’utilizzo di questa 
configurazione di magneti, aveva l’intento di ottenere 
non solo oscillazioni cicliche, ma anche oscillazioni 
caotiche, però, conclude che quest’ultime non si 
riescono ad ottenere con il suddetto apparato.  
Noi, come accennato, abbiamo eseguito buona parte 
degli esperimenti descritti negli articoli citati. In 
particolare, abbiamo studiato le oscillazioni smorzate in 
acqua e in olio di semi e le oscillazioni forzate.  
A conclusione del nostro lavoro volevamo apportare un 
contributo originale. A tal proposito abbiamo cercato di 
ideare un esperimento che sostituisse l’ultimo 
dell’articolo [2] (quello che prevede la presenza di due 
magneti) e che magari presentasse delle oscillazioni 
caotiche. Da qui è nata l’idea di utilizzare una massa 
oscillante magnetica e di farla interagire con un campo 
magnetico variabile ottenuto con una bobina 
alimentata con un generatore di frequenza. 
L’esperimento, che come detto dovrebbe essere 
originale (da una lunga ricerca in rete non abbiamo 
trovato nulla di simile al nostro esperimento), ci ha 
sorpreso in quanto presenta una dinamica 
estremamente varia.  
Per quanto riguarda la parte teorica, oltre ai due articoli 
citati sopra, abbiamo fatto riferimento al documento 
[3]. 

Oscillatore libero (smorzato) 

L’oscillatore più semplice che si possa studiare è un 
sistema massa molla libero. Questo sistema ha 
oscillazioni armoniche, in quanto la forza fornita dalla 
molla è lineare (legge di Hooke). In una situazione 

ideale, in assenza di attrito, le oscillazioni del suddetto 
sistema sarebbero regolate dalla seguente legge 
(seconda legge della dinamica): 

                                   𝑚‧𝑎 = −𝑘‧𝑥                         (1) 

m è la massa dell’oggetto appeso alla molla, k la 
costante elastica della molla, x la posizione ed a 
l’accelerazione. 
La (1), tenendo conto che l’accelerazione è data dalla 
derivata seconda della posizione rispetto al tempo, può 
essere scritta in forma differenziale come segue: 

                                    𝑥̈ + 𝜔଴
ଶ ∙ 𝑥 = 0                        (2)  

dove ω0 è la pulsazione e risulta 𝜔଴ = ට
௞

௠
 . 

La (2) non è adatta a descrivere una situazione reale, in 
quanto non contempla la presenza di una forza di 
attrito che smorza l’oscillazione. Generalmente, questa 
forza dipende dalla velocità in modo lineare secondo 
una relazione del tipo 𝐹 = −𝑏 ∙ 𝑣. In questo caso la (2) 
si modifica come segue: 

                      𝑥̈ + 2𝛽 ∙ 𝑥̇ + 𝜔଴
ଶ ∙ 𝑥 = 0                  (3) 

dove 2𝛽 = 𝑏/𝑚. 
Una soluzione della (3), a condizione che il fattore di 
smorzamento sia piccolo (ossia risulti 𝜔଴ ≫ 2𝛽), è: 

                   𝑥(𝑡) = 𝐴 cos (𝜔ௌ𝑡 + 𝜑) ∙ 𝑒ିఉ                (4) 

                  dove  𝜔ௌ = 𝜔଴ට1 −
ఉమ

 ఠబ
మ                            (5) 

La (4) è valida a condizione che risulti   𝜔ௌ > 0. La 
funzione coseno, che compare nella (4), oscilla con 
ampiezza decrescente 𝐴‧𝑒ିఉ௧  con periodo molto 
minore di 𝜏 = (2𝛽)ିଵ , detto tempo tipico di 
smorzamento.  

Sperimentalmente abbiamo studiato le oscillazioni 
smorzate in acqua e in olio di semi di girasole. 
L’apparato utilizzato è molto semplice. Come si può 
vedere in figura 1, vi è una molla agganciata ad un 
sostegno da laboratorio, all’altra estremità della molla 
è posta una sfera collegata tramite un filo rigido 
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metallico. La sferetta è completamente immersa nel 
liquido contenuto in un cilindro.  

 
Figura 1.  Apparato sperimentale per lo studio delle oscillazioni smorzate in acqua e olio 

Per rilevare la posizione della massa oscillante, dopo 
qualche tentativo con il sonar, abbiamo preferito 
utilizzare la video-analisi. In pratica, per ogni 
oscillazione abbiamo effettuato un video con lo 
smartphone posto su un treppiedi e successivamente lo 
abbiamo analizzato con il software Tracker, i dati così 
ottenuti sono poi stati elaborati con il software 
LoggerPro. La scelta di non utilizzare il sonar, anche se 
molto più comodo della video-analisi, è legata al limite 
di 20 Hz della frequenza di campionamento del nostro 
sonar. Inoltre, per poter seguire l’oscillazione della 
massa bisognava montare un’asta orizzontale, solidale 
col sistema oscillante, con uno “schermo” che 
riflettesse gli ultrasuoni del sonar. Quest’ultimo aspetto 
“disturba” il sistema oscillante e non sempre garantisce 
la rilevazione della posizione del sistema. 

Nelle figure 2 e 3 sono riportati i grafici relativi alla 
variazione della posizione al variare del tempo quando 
la massa oscilla, rispettivamente, in acqua ed in olio. 

 
Figura 2.  Oscillazioni smorzate in acqua. 

 
Figura 3.  Oscillazioni smorzate in olio 

Da una prima osservazione si può notare che lo 
smorzamento, come ci aspettavamo, è decisamente più 
evidente nel caso dell’olio. Inoltre, osservando i modelli 
matematici scelti per il fit, si può vedere che sono in 
perfetto accordo con la soluzione teorica (4). 
Osservando poi i parametri notiamo che 𝜔ௌ, nel grafico 
indicato con A, è in accordo con i dati relativi al nostro 
sistema. Infatti, nei due esperimenti, abbiamo utilizzato 
una molla con costante elastica K=4,5 N/m ed un corpo 
oscillante (sfera+asta) di massa complessiva m=79 g. 
Questo sistema ha una pulsazione 𝜔଴ = 7,54 𝑟𝑎𝑑/𝑠 
(valore misurato 7,23 rad/s). 

Sulla base di questi dati e del parametro 𝛽 ,che si 
deduce dal grafico (𝛽௔௖௤௨௔ = 0,130 1

𝑠ൗ   𝑒 𝛽௢௟௜௢ =

0,884 1
𝑠ൗ  )  ed utilizzando la formula (5), si trova che 

effettivamente le pulsazioni 𝜔ௌ sperimentali sono in 
discreto accordo con quello che ci aspettavamo.  

Per quanto riguarda i parametri 𝛽 risulta difficile fare 
un controllo, in quanto questo parametro dipende dalla 
viscosità del fluido, dalla geometria della massa 
oscillante e probabilmente da altri fattori che risultano 
difficili da controllare. In effetti, se si prova a valutare β 
utilizzando la legge di Stockes per una sferetta e i valori 
di viscosità dell’acqua e dell’olio di semi, si ottengono 
dei risultati completamente diversi rispetto a quelli 
ottenuti sperimentalmente. Dopo vari tentativi alla 
ricerca di possibili errori di calcolo e di valutazione 
abbiamo pensato che, essendo 𝛽 proporzionale al 
coefficiente di viscosità, almeno potevamo fare un 
confronto tra il rapporto dei coefficienti 𝛽 (olio/acqua) 
sperimentali e il rapporto tra i coefficienti di viscosità 
teorici. Purtroppo, anche in questo caso, le differenze 
sono tali da non poter essere imputabili ad errori di 
misura. A questo punto, cercando in internet, abbiamo 
trovato un articolo che metteva in evidenza come, in 
realtà, la legge di Stockes andasse opportunamente 
modificata in base alle dimensioni del contenitore 
entro il quale si muovono i corpi. Quindi, 
probabilmente, il mancato accordo tra valori teorici e 
sperimentali del parametro 𝛽 potrebbe, almeno 
parzialmente, essere dovuto a questo aspetto, anche 
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perché noi abbiamo utilizzato dei contenitori diversi 
per le due misure. Inoltre, al fine di utilizzare la legge di 
Stockes come modello teorico, bisognerebbe 
controllare se il moto della sfera all’interno del fluido 
risulti laminare. Quest’ultimo controllo risulta 
particolarmente difficile anche per via della presenza di 
due gancetti, sulla sfera e sull’asta che la sostiene. 
Infine, la stessa astina, che è parzialmente immersa nel 
fluido, contribuisce ad aumentare l’attrito viscoso. 
Purtroppo, al momento dell’analisi dei dati non 
avevamo abbastanza tempo a disposizione per tornare 
in laboratorio e fare un’ulteriore indagine.  

Oscillatore forzato 

Cosa succede se l’estremo superiore della molla di 
figura 1 viene attaccato ad un motorino alternativo? Si 
ottiene quello che viene chiamato oscillatore forzato. 
Dal punto di vista energetico potremmo dire che il 
sistema viene “alimentato” con una energia esterna 
che rimpiazza quella dissipata per effetto delle forze di 
attrito. In questo caso la questione si complica perché 
nell’equazione (3) va inserito un termine che tenga 
conto della cosiddetta forzante, ossia la forza che 
permette al sistema di continuare ad oscillare. Tale 
forza potrebbe essere del tipo 𝐹(𝑡) = 𝐹଴ cos (𝜔𝑡), 
dove 𝜔 è la pulsazione, per esempio, del motorino che 
genera la forzante. L’equazione che descrive questa 
situazione è la seguente: 

             𝑥̈ + 2𝛽 ∙ 𝑥̇ + 𝜔଴
ଶ ∙ 𝑥 =

ிబ

௠
 cos (𝜔𝑡)                (6) 

L’equazione (6) è detta differenziale non omogenea, 
perché contiene un termine in cui non appare 
l’incognita x né le sue derivate. Queste equazioni 
differenziali godono della seguente proprietà: se x(t) è 
una soluzione particolare dell’equazione non 
omogenea e xom(t) è la soluzione generale della 
corrispondente equazione omogenea (nel nostro caso 
la (3)), allora anche x(t)+ xom(t) è una soluzione della 
non omogenea. La soluzione della (6) risulta data dalla 
somma: 

𝑥(𝑡) = 𝐴 cos(𝜔ௌ𝑡 + 𝜑) ∙ 𝑒ିఉ௧ + 𝑎 ∙ cos (𝜔𝑡 + 𝜑)    (7) 

Il primo termine della (7) è il transiente, che si annulla 
nel tempo, e il secondo è la soluzione che sopravvive a 
tempi lunghi. In definitiva, dopo un certo tempo, la 
soluzione dell’equazione del moto dell’oscillatore 
forzato e smorzato è   𝑥(𝑡) = 𝑎 ∙ cos (𝜔𝑡 + 𝜑). 

L’ampiezza a, si dimostra facilmente [4], ha un valore 
variabile secondo la seguente relazione: 

                            𝑎 =
ிబ

௠ට൫ఠబ
మିఠమ൯

మ
ାସఉమఠమ

                   (8) 

L’andamento di a al variare della pulsazione ω della 
forzante è quello riportato in figura 4. 
Questa curva è nota come curva di risonanza. 
L’ampiezza assume il valore massimo quando la 
pulsazione della forzante coincide con la pulsazione del 
sistema. In tal caso si dice che il sistema è in risonanza. 

 
Figura 4.  Curva di risonanza teorica ottenuta con excel utilizzando l’equazione (8) 

In questo esperimento abbiamo utilizzato il sistema 
massa-molla, ma attaccando l’estremità superiore ad 
un vibratore (figura 5) collegato a un frequenzimetro. 
L’esperimento è consistito nel variare la frequenza di 
oscillazione del vibratore e, per ognuna di queste, 
misurare l’ampiezza massima delle oscillazioni con la 
video-analisi.  

 
Figura 5.  Vibratore utilizzato per lo studio della risonanza 

In questo esperimento abbiamo fatto oscillare la massa 
sia in aria che in acqua. In entrambi i casi abbiamo 
ottenuto dei risultati in accordo con la teoria, ma 
riportiamo i risultati delle oscillazioni ottenute in acqua. 
Questo perché, pur essendo le oscillazioni di ampiezze 
più piccole rispetto a quelle ottenute in aria, risultano 
più “regolari”, in quanto la massa in aria ha anche delle 
oscillazioni orizzontali che in acqua non compaiono. 

In figura 6 è riportato il grafico delle ampiezze di 
oscillazione in funzione della pulsazione ω della 
forzante. Come si può vedere si ottiene il tipico 
andamento a campana delle curve di risonanza. In 
particolare, l’ampiezza massima si ottiene in 
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corrispondenza di una pulsazione di circa 8,54 rad/s, in 
perfetto accordo con la frequenza propria del nostro 
sistema massa molla che risulta, da una misura 
sperimentale effettuata precedentemente, pari a 1,358 
Hz, corrispondente ad una pulsazione pari a 8,53 rad/s. 
Inoltre, il modello matematico che meglio approssima i 
dati sperimentali è in perfetto accordo con la formula 
(8). 

 
Figura 6.  Curva di risonanza ottenuta sperimentalmente. 

Oscillatore magnetico 

Per effettuare questo esperimento abbiamo modificato 
l’apparato sperimentale, precedentemente usato, 
come segue. La sfera è stata sostituita con un porta-pesi 
con alla base attaccato un super-magnete al neodimio 
di forma cilindrica (diametro 3 cm; spessore 0,5 cm). Il 
magnete, a riposo, è posizionato qualche centimetro 
sopra una bobina (diametro circa 10 cm) costruita con 
un filo in rame di diametro 0,5 mm ed un numero di 
spire pari a circa 1000. La bobina è alimentata con un 
generatore di frequenza.  
Come si può vedere in figura 7, la massa oscillante è 
posta all’interno di un cilindro in vetro: questo perché 
spesso, durante le oscillazioni verticali, la massa oscilla 
anche lateralmente urtando contro la bobina. 
Inizialmente, non usando questo stratagemma, 
abbiamo dovuto interrompere le riprese video e 
ricominciare diverse volte. 
Quando la bobina viene alimentata con una tensione 
variabile (onda quadra), genera un campo magnetico 
che in base alla frequenza della tensione varia il verso 
ogni mezzo ciclo. Ossia, se la tensione varia con una 
frequenza pari a 1 Hz, il vettore campo magnetico della 
bobina è rivolto verso l’alto per mezzo secondo e verso 
il basso per il restante mezzo secondo e continua ad 
oscillare in questo modo finché non viene variata la 
frequenza di oscillazione della tensione. In figura 8 è 
riportato un esempio dell’andamento del campo 
magnetico nei pressi della bobina, rilevato con uno 
smartphone con l’app Magnetometro. 

 

 

 
Figura 7.  Apparato sperimentale utilizzato per lo studio delle oscillazioni magnetiche 

 
Figura 8.  Andamento del campo magnetico generato dalla bobina alimentata con una 

tensione variabile. 

Una volta allestito l’apparato sperimentale, la prima 
cosa che abbiamo fatto è stata assegnare alla frequenza 
della tensione oscillante il valore della frequenza 
propria del sistema massa molla, calcolata e misurata 
precedentemente (f0=0,850 Hz). Questo perché, come 
visto in precedenza, la presenza di una perturbazione 
forzante dà il massimo contributo quando oscilla con la 
stessa frequenza del sistema massa-molla. In effetti, 
abbiamo subito constatato che il sistema ha iniziato ad 
oscillare e dopo un breve tempo ha assunto una 
oscillazione praticamente armonica, come un 
oscillatore ideale. In figura 9 è riportato il grafico 
dell’ampiezza in funzione del tempo (a) e il grafico della 
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velocità in funzione della posizione (b) (spazio delle 
fasi). 

 
Figura 9 a.  Oscillazione di periodo 1 ottenuta con tensione oscillante con frequenza 0,850 Hz. 

 
Figura 9 b.  Periodo 1 nello spazio delle fasi 

Come si vede nello spazio delle fasi, in questo caso, si 
ottiene un attrattore ciclico di periodo 1, molto simile a 
quello di un oscillatore armonico, come, per esempio, 
quello di un pendolo ideale. 
Variando la frequenza della tensione, ci siamo subito 
resi conto che la dinamica di questo oscillatore potesse 
essere veramente interessante, infatti, casualmente, 
abbiamo ottenuto subito un’oscillazione di periodo 2 
come quella rappresentata in figura 10 (a) e (b). 

 
Figura 10 a.  Oscillazione di periodo2 ottenuta con tensione oscillante con frequenza 0,427 

Hz. 

 
Figura 10 b.  Periodo 2 nello spazio delle fasi 

Come si evince dal grafico (b), l’attrattore che si ottiene 
in questo caso è un doppio “anello” tipico delle 
oscillazioni di periodo 2.  
Intanto, abbiamo notato che questa oscillazione era 
stata ottenuta con una frequenza della tensione pari a 
circa la metà dell’oscillazione propria 𝑓଴ del sistema 
massa molla. Riducendo ulteriormente la frequenza del 
frequenzimetro siamo approdati ad una oscillazione di 
periodo 3 (vedi figura 11 a e b). 
 

 
Figura 11 a.  Oscillazione di periodo 3 ottenuta con tensione oscillante con frequenza 0,287 

Hz. 

 
Figura 11 b.  Periodo 3 nello spazio delle fasi 

Si noti come l’attrattore di periodo 3 è caratterizzato da 
tre “anelli”. 
Anche in questa misura ci siamo resi conto che la 
frequenza del generatore era circa un terzo di 𝑓଴. A 
questo punto ci è parso chiaro che ci fosse un legame 
ben preciso tra frequenza del campo magnetico e 
ciclicità delle oscillazioni. La relazione doveva essere la 

seguente 𝑓௡ =
௙బ

௡
, ossia la frequenza della tensione che 

permette di ottenere una oscillazione di periodo n è un 
sottomultiplo intero della frequenza propria del 
sistema massa molla. 
A questo punto abbiamo cercato a “colpo sicuro” le 
oscillazioni di ciclicità superiore al periodo tre. Il 
risultato dell’indagine ha confermato la nostra ipotesi 
ottenendo, con il sistema che stavamo utilizzando, 
oscillazioni periodiche fino ad n=7, come si può vedere 
nelle figure a e b dalla 12 alla 15 di seguito riportate.  
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Figura 12 a.  Oscillazione di periodo 4 ottenuta con tensione oscillante con frequenza 0,219 

Hz. 

 
Figura 12 b.  Periodo 4 nello spazio delle fasi 

 
Figura 13 a.  Oscillazione di periodo 5 ottenuta con tensione oscillante con frequenza 0,172 

Hz. 

 
Figura 13 b.  Periodo 5 nello spazio delle fasi 

 
Figura 14 a.  Oscillazione di periodo 6 ottenuta con tensione oscillante con frequenza 0,146 

Hz. 

 
Figura 14 b.  Periodo 6 nello spazio delle fasi 

 
Figura 15 a.  Oscillazione di periodo 5 ottenuta con tensione oscillante con frequenza 0,122 

Hz. 

 
Figura 15 b.  Periodo 7 nello spazio delle fasi 

Interessanti gli attrattori che si ottengono nello spazio 
delle fasi, dove si possono distinguere, in alcuni casi 
molto facilmente, un numero di “cerchi” pari al periodo 
del ciclo di oscillazione. 
Da un certo periodo in poi si possono individuare 
facilmente due fasi dell’oscillazione: la fase di 
repulsione del campo magnetico (oscillazioni più alte 
nel grafico ampiezza-tempo) e la fase di attrazione 
(oscillazioni più basse nel grafico ampiezza-tempo). In 
quest’ultima fase, il peso con il magnete viene 
“risucchiato” verso l’interno della bobina e 
l’oscillazione si smorza molto più velocemente rispetto 
a quanto avviene quando il peso viene respinto.  
È molto difficile ottenere oscillazioni cicliche di sistemi 
meccanici con periodi così alti. In effetti, inizialmente, 
oltre il periodo 7, già elevato, non si riuscivano più a 
distinguere alcune oscillazioni, quelle relative alla fase 
di attrazione magnetica del peso. A titolo di esempio, in 
figura 16 è riportato il grafico di un’oscillazione che 
dovrebbe corrispondere ad un periodo 10. In questo 
grafico si può vedere che l’oscillazione in fase di 
attrazione viene smorzata velocemente fino a quasi 
fermare la massa attaccata alla molla. 
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Figura 16. Oscillazione di periodo 10 ottenuta con tensione oscillante con frequenza 0,146 Hz 

Quindi dal punto di vista matematico, la ciclicità delle 
oscillazioni non avrebbe limiti, nel senso che, sulla base 
di quanto da noi osservato, il sistema dovrebbe avere 
oscillazioni di periodo n purché sollecitato con un 
campo magnetico oscillante di forma “quadra” con 

frequenza ௙బ

௡
 . Sperimentalmente, però, si hanno dei 

limiti legati al sistema. Ci siamo chiesti se fosse 
possibile, ed eventualmente come, ottenere 
sperimentalmente oscillazioni con periodicità ancora 
più alta. Abbiamo pensato che, se questo fosse stato 
possibile, si sarebbe sicuramente ottenuto con l’utilizzo 
di molle più rigide rispetto a quella utilizzata nelle 
misure precedenti. In effetti, la nostra ipotesi è stata 
confermata da alcune prove fatte con una molla con 
costante elastica più alta. A titolo di esempio, in figura 
17 riportiamo un’oscillazione di periodo 18. In questo 
caso abbiamo utilizzato un sistema massa-molla con 
frequenza f0=1,203 Hz. 

 
Figura 17.  Oscillazione di periodo 17 ottenuta con tensione oscillante con frequenza 0,066 

Hz 

Evidentemente, il limite è dovuto non solo al sistema 
massa-molla, ma ad un certo punto diventa difficile 
anche stabilire una frequenza con valore così piccolo. 
Quest’ultimo aspetto è stato per noi rilevante con il 
frequenzimetro che abbiamo in dotazione nel 
laboratorio di fisica. In effetti, osservando il grafico di 
figura 17 si può notare che il sistema meccanico 
utilizzato in questa circostanza offre ancora la 
possibilità di andare su ciclicità più elevate. Questo si 
capisce dalla oscillazione “bassa” che non risulta del 
tutto smorzata quando subentra la repulsione e sposta 
la curva di oscillazione verso l’alto. 

Per completezza, diciamo che, ovviamente, abbiamo 
investigato anche in corrispondenza di frequenze 
multiple di f0.  In tal caso si ottengono sempre oscillatori 
di periodo 1, ma con ampiezza che si va sempre più 
riducendo. In pratica, nel nostro caso, con una 
frequenza di quattro volte quella di risonanza (0,850 
Hz) la massa presentava delle oscillazioni di ampiezza 
inferiore al centimetro. 

A questo punto la situazione ci sembrava chiara. 
L’oscillatore da noi ideato aveva una grande varietà di 
oscillazioni cicliche, teoricamente con periodicità 
illimitata, ma non presentava quelle caratteristiche per 
cui era stato pensato, ossia non esibiva comportamenti 
caotici.  

In ogni caso, abbiamo deciso di indagare ulteriormente 
cercando di capire meglio cosa succedesse alla 
dinamica del sistema quando si passava da una 
alimentazione con frequenza coincidente con la 

frequenza propria del sistema verso la frequenza ௙బ

ଶ
 e 

poi nel passaggio da quest’ultima a ௙బ

ଷ
 e così via. 

Inizialmente ci era sembrato che si passasse 
gradualmente dal periodo 1 al periodo 2 nel passaggio 

da 𝑓଴ a ௙బ

ଶ
, con piccole variazioni delle ampiezze di 

oscillazioni. In realtà, da una analisi più attenta è 
emerso quanto segue: dal periodo 1 si passa al periodo 
2 transitando attraverso oscillazioni di periodo 2 e 3, 
anche se sembra prevalere una periodicità 3 prima di 
diventare un’oscillazione di periodo 2 quando ci si 

avvicina a  ௙బ

ଶ
. In figura 18 vi è un esempio di questo tipo 

di oscillazione ottenuto tra le frequenze relative al 
periodo 1 e al periodo 2. 

 
Figura 18.  Oscillazione di periodo 3 ottenuta per una frequenza compresa tra f0 e f0/2. 

Variando la frequenza tra ௙బ

ଶ
 e ௙బ

ଷ
 si ha una situazione 

simile, ma compare una oscillazione di periodo 5 prima 
di arrivare al periodo 3 corrispondente a frequenze 

vicine a ௙బ

ଷ
. Un esempio di periodo 5 ottenuto nel 

suddetto range di frequenze è quello riportato in figura 
19.  
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Figura 19.  Oscillazione di periodo 3 ottenuta per una frequenza compresa tra f0 /2 e f0/3. 

Come si evince dai due grafici sopra, queste evoluzioni 
periodiche sono di forma diversa rispetto al periodo 3 e 

al periodo 5 ottenuti con frequenza rispettivamente ௙బ

ଷ
 

e ௙బ

ହ
. Questo fatto ci ha sollecitato una domanda: e se 

questo aspetto dovesse ripetersi? E se la periodicità 
dovesse aumentare di 2 ogni qualvolta si passi da un 
range di frequenze a quello successivo? Per verificare 
questa ipotesi abbiamo studiato l’oscillazione del 

sistema per frequenze tra ௙బ

ଷ
 e ௙బ

ସ
 alla ricerca del periodo 

7. Il risultato, dopo qualche periodo 3 e qualche periodo 
4, è quello rappresentato nei grafici di figura 20 a e b. 

 
Figura 20 a.  Oscillazione caotica ottenuta con frequenza f=0,265 Hz 

 
Figura 20 b.  Oscillazione caotica nello spazio delle fasi 

Ops! Non sembra avere alcuna ciclicità. Dopo decine di 
grafici sempre regolari, ci sembrava strano che fosse 
comparsa all’improvviso un’oscillazione caotica. La 
prima cosa che abbiamo pensato è che ci fosse stato 
qualche elemento “disturbante”, allora abbiamo 
ripetuto la misura ottenendo ancora oscillazioni senza 
regolarità. A questo punto, escludendo disturbi al 
sistema, abbiamo fatto due ipotesi: il sistema presenta 
ciclicità anche molto lunghe tra le frequenze 𝑓௡ e 𝑓௡ାଵ 
oppure ci sono delle frequenze “nascoste” per cui il 
sistema presenta delle oscillazioni caotiche.  

A questo punto abbiamo cercato con più attenzione tra 
le frequenze 𝑓௡ e 𝑓௡ାଵ ed effettivamente abbiamo 
trovato un’altra frequenza tra 𝑓ଶ e 𝑓ଷ le cui oscillazioni 
sembrano caotiche (figura 21). 

 
Figura 21.  Oscillazione caotica ottenuta con frequenza f=0,305 Hz 

Ulteriori ricerche per frequenze inferiori a f4 non hanno 
portato ad oscillazioni caotiche. Probabilmente questo 
non è dovuto al sistema in sé, ma al fatto che passando 
da fn a fn+1 e man mano che n cresce, l’intervallo di 
frequenze diventa sempre più piccolo e quindi risulta 
difficile “scovare” le frequenze corrispondenti ad 
oscillazioni caotiche. 

Analisi di Fourier 

Un’oscillazione periodica non armonica può essere 
espressa come la somma di più armoniche con 
frequenze diverse. Questo fatto è stato dimostrato dal 
fisico francese Fourier. 
Data un’oscillazione sperimentale è possibile 
“scomporla” per individuare le frequenze delle 
armoniche che la compongono. Questo è possibile farlo 
attraverso la cosiddetta analisi di Fourier.  
Per effettuare questa tipo di analisi abbiamo utilizzato 
excel avvalendoci di un metodo riportato nel 
documento [5] trovato in rete.  
Le misure analizzate sono quelle di periodo 1, 2 e 3 
(figure 9, 10 e 11) e la misura riportata in figura 20. I 
risultati ottenuti sono riportati nei seguenti grafici. 

 
Figura 22 Analisi di Fourier dell’oscillazione di periodo 1. 

  

0

5

10

15

20

0,
06

0,
35

0,
64

0,
94

1,
23

1,
52

1,
82

2,
11

2,
40

2,
70

2,
99

3,
28

3,
57

3,
87

4,
16

4,
45

FF
T

f (Hz)

Periodo 1 - f=0,850 Hz



 
9 

 

                                                                                  Oscillazioni di un sistema massa molla 

 
Figura 23  Analisi di Fourier dell’oscillazione di periodo 2. 

 
Figura 24 Analisi di Fourier dell’oscillazione di periodo 3 

 
Figura 25 Analisi di Fourier dell’oscillazione caotica. 

Nel grafico di figura 22 è presente un picco in 
corrispondenza della frequenza f=0,88 Hz, molto vicina 
alla frequenza di oscillazione del sistema. In figura 23, 
anche se il cosiddetto “effetto ai bordi” (barre intorno 
ai picchi) è molto più evidente, si possono notare due 
picchi in corrispondenza delle frequenze 0,82 Hz e 0,47 
Hz, valori vicini rispettivamente alla frequenza di 
oscillazione della molla e del campo magnetico. Nel 
grafico di figura 24, molto più “pulito” rispetto ai due 
precedenti, sono evidenti i picchi in corrispondenza di 
frequenze pari a 0,88 Hz e 0,29 Hz, anche in questo caso 
corrispondenti alle frequenze di risonanza del sistema 
massa molla e alla frequenza di oscillazione del campo 
magnetico. Infine, nel grafico di figura 25 si ha uno 
spettro praticamente continuo come ci si aspetta dal 
punto di vista teorico. 

 

Conclusioni 

Per questo nostro lavoro siamo partiti da un sistema 
massa-molla, che all’apparenza sembrava essere molto 
semplice, ma che con l’avanzare dell’esperienza ci ha 
portato ad effettuare analisi sempre più complesse. 
Attraverso lo studio che abbiamo effettuato e che ci ha 
spinto a lavorare in modo sempre più approfondito e 
innovativo rispetto alle ordinarie attività scolastiche, 
siamo stati in grado di ottenere ottimi risultati che ci 
hanno spinto a cavalcare l’onda della curiosità. È stato 
proprio questo spirito di curiosità e stupore che, di 
fronte ad ogni difficoltà, ci ha permesso di superare 
ogni ostacolo e passare allo step successivo. Per 
compiere questo progetto ci siamo dovuti applicare in 
temi ed argomenti a noi nuovi, mai trattati prima di 
allora: alcuni di questi l’analisi di Fourier, il calcolo delle 
derivate e il caos deterministico.  
Inevitabilmente l’intera esperienza avrebbe dovuto 
avere maggior tempo a disposizione per permetterci di 
comprendere più a pieno sia gli aspetti sperimentali 
che, soprattutto, quelli teorici che hanno caratterizzato 
il nostro percorso di indagine. Ma come succede spesso 
in ambito scientifico non si riesce mai ad arrivare 
veramente fino in fondo.  
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[4] Considerata la soluzione  𝑥(𝑡) = 𝑎 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝜔‧𝑡 + 𝜑) determiniamo 
𝑥̇(𝑡) = −𝑎𝜔଴ ∙ sin (𝜔𝑡 + 𝜑)  e   𝑥̈(𝑡) = −𝑎𝜔଴

ଶ ∙ cos (𝜔‧𝑡 + 𝜑). 
Sostituiamo nella (5) e dopo qualche passaggio, utilizzando alcune 
formule trigonometriche, si ottiene 

൤𝑎(𝜔଴
ଶ − 𝜔ଶ) ∙ 𝑐𝑜𝑠𝜑 − 2𝛽𝑎𝜔 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝜑 −

𝐹଴

𝑚
൨ cos (𝜔𝑡)

= [𝑎(𝜔଴
ଶ − 𝜔ଶ) ∙ 𝑠𝑖𝑛𝜑 + 2𝛽𝑎𝜔𝑐𝑜𝑠𝜑]𝑠𝑖𝑛 (𝜔𝑡) 

L’uguaglianza si verifica, per ogni t, solo se i due fattori in parentesi 
quadra sono uguali a zero, per cui risulta: 

ቐ
(𝜔଴

ଶ − 𝜔ଶ) ∙ 𝑐𝑜𝑠𝜑 − 2𝛽𝜔 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝜑 =
𝐹଴

𝑚𝑎
(𝜔଴

ଶ − 𝜔ଶ) ∙ 𝑠𝑖𝑛𝜑 + 2𝛽𝜔 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝜑 = 0
 

Elevando al quadrato e sommando membro a membro si ottiene 

(𝜔଴
ଶ − 𝜔ଶ)ଶ + 4𝛽ଶ𝜔ଶ = ൬

𝐹଴

𝑚𝑎
൰

ଶ

 

Da quest’ultima equazione si ricava         𝑎 =
ிబ

௠ට൫ఠబ
మିఠమ൯

మ
ାସఉమఠమ

 

[5]https://archimedes.unibs.it/dida/LabMisVib2019/Ex1/Esercitazio
ne-01-2019.pdf 
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