Che caos!
Sezione triennio

Tutti i lavori sperimentali nascono sempre da una curiosita, da una domanda, la nostra & stata la
seguente: “ma la natura si comporta sempre in modo prevedibile come si studia sui libri di fisica del
liceo?”

Owviamente la risposta & no, anzi, la maggior parte dei sistemi presenta un certo grado di
imprevedibilita. Con questo lavoro abbiamo voluto gettare le basi su un ambito recente della fisica,
e non solo, ossia il caos deterministico. Infatti, lo scopo del nostro lavoro & stato quello di fare uno
studio “approfondito” in questo settore.

Il lavoro & consistito nell’affrontare il caos deterministico in tre ambiti diversi: in matematica con lo
studio della mappa logistica; in fisica con lo studio di alcuni oscillatori meccanici; in elettronica con
lo studio di un particolare circuito.

Il gruppo di ragazzi coinvolti & costituito da due studenti di quarta liceo scientifico OSA e da due
studenti di quinta dell’istituto tecnico indirizzo elettronico. La presenza di questi ultimi era
indispensabile per poter trattare I'argomento scelto in ambito elettronico.

Gli studenti del liceo hanno lavorato soprattutto sulla mappa logistica e sugli oscillatori meccanici,
mentre quelli dell’'ITI hanno studiato il circuito elettrico. Ovviamente i due gruppi, con il mio aiuto,
si sono scambiate le conoscenze acquisite durante I’attivita.

Il lavoro inizialmente & stato soprattutto di tipo teorico in quanto abbiam dovuto esaminare diversi
articoli per iniziare a comprendere quale siano le caratteristiche di un sistema caotico.
Successivamente abbiamo individuato e sviluppato il nostro ambito di indagine sperimentale.
Quest’ultima fase, in particolare la trattazione dell’oscillatore meccanico, ha richiesto molta
pazienza. Questo perché, pur avendo trovato qualcosa di simile in letteratura, I’esperimento é stato
“ideato” da noi e prima di ottenere i risultati ipotizzati abbiamo dovuto fare diverse prove, anche
perché inizialmente I'apparato sperimentale ha presentato qualche problema.

Il progetto si e sviluppato da fine ottobre a fine febbraio.
Complessivamente il lavoro ha richiesto una decina di incontri al sabato mattina, quasi sempre in
presenza, per un totale di circa 35 ore ed un ulteriore impegno domestico non quantificabile.

Il docente referente del progetto



Che caos!

Per colpa di un chiodo si perse lo zoccolo

per colpa di uno zoccolo si perse il cavallo
per colpa di un cavallo si perse il cavaliere
per colpa di un cavaliere si perse la battaglia
per colpa di una battaglia si perse il regno!

Abstract

In this work, it have been considered three scientific fields in which chaotic dynamics are involved. In
the mathematical field, studying of the so-called logistic map, in the mechanical field, analyzing the
motion of an oscillator, and in the electrical field with the study of a particular electronic circuit.

Introduzione

Una delle domande fondamentali che si pone uno
scienziato di fronte ad un fenomeno fisico &,
sicuramente, qual € il modello che meglio lo descrive.
In fisica classica, in particolare quella studiata a scuola,
i modelli piu frequenti sono di tipo lineare o comunque
non particolarmente complessi. Ossia i fenomeni
descritti da modelli matematici semplici corrispondenti
a fenomeni deterministici. Questo vuol dire che se si
conosce lo stato di un sistema ad un certo istante e
possibile determinare lo stato ad ogni istante
successivo.

In base alla concezione deterministica della scienza
sarebbe possibile fare previsioni del futuro e quindi
ogni fenomeno non dovrebbe mostrare
comportamenti “sorprendenti”. Questa concezione, in
realta si pone in netto contrasto con molti fenomeni
naturali che, a differenza di quanto sembra accadere,
ad esempio, per il sistema solare, sembrano seguire
comportamenti imprevedibili.

L’evoluzione delle condizioni metereologiche, la caduta
di una foglia, lo scorrere di un ruscello, pur seguendo le
stesse leggi della fisica del moto dei pianeti, presentano
un certo grado di imprevedibilita.

In questi fenomeni non esiste una chiara relazione tra
causa ed effetto e per questo motivo si dice che
contengono elementi aleatori. In passato tali fenomeni
venivano considerati solo apparentemente complessi.
Si pensava che bastasse raccogliere ed elaborare una
guantita sufficiente di informazioni per poter giungere
ad una prevedibilita rigorosa anche per questi
fenomeni complessi. In realta, gia all’inizio del secolo
scorso, il fisico francese H. Poincaré aveva intuito che
anche sistemi semplici possono avere un
comportamento  aleatorio. Cioé pur essendo
teoricamente possibile determinare lo stato futuro del
sistema conoscendo il suo passato, in pratica piccole
indeterminazioni sulle condizioni iniziali comportano,
alla lunga, una certa imprevedibilita.

Negli anni Sessanta E. Lorenz, meteorologo americano,
mostro che nel caso della turbolenza non vi erano moti
elementari semplici. Egli cred un modello semplificato
di fluido in cui era messo in evidenza il fenomeno di
rapida crescita degli errori in funzione delle condizioni
iniziali. Tale fenomeno & noto come forte dipendenza
dalle condizioni iniziali: un piccolo cambiamento delle
condizioni  iniziali  modifica  considerevolmente
I’evoluzione del sistema.

Questo fatto e di notevole importanza, in quanto mette
in luce che un sistema deterministico puo avere un
comportamento imprevedibile e questo in contrasto
con quanto si era pensato nel passato. E cosi che negli
anni Settanta nasce il caos deterministico settore della
fisica che studia quei sistemi per i quali a piccole
variazioni delle condizioni iniziali corrispondono
evoluzioni del sistema completamente diverse.

Si parla di caos deterministico, perché sono conosciute
e ben determinate le relazioni tra cause ed effetti
all'interno del sistema, ma cio non impedisce che vi si
instauri un regime caotico. All'origine di questo
comportamento sta la non linearita delle equazioni che
li descrivono; & per questo che la teoria del caos prende
anche il nome di teoria dei sistemi non lineari.

A partire dalle ricerche del meteorologo americano
numerosissimi fenomeni sono stati spiegati con modelli
caotici. La scienza del caos ha trovato applicazione in
moltissimi campi, dalla meteorologia alla medicina,
dalla dinamica dei fluidi alla biologia,
dall’elettromagnetismo all’'ottica laser. | sistemi
descritti da modelli caotici sono spesso di grande
complessita. Eppure, gia sistemi estremamente
semplici come il pendolo doppio possono dare origine
al caos: le forze in gioco sono note e ben definite,
eppure le corrispondenti equazioni non lineari danno
vita a soluzioni caotiche.

Gli studi in merito a questo argomento sono stati resi
possibili anche grazie all’utilizzo dei calcolatori, i quali,
con la loro sempre pil elevata potenza di calcolo,
permettono di analizzare dati il quale studio sarebbe



risultato molto complesso senza il loro ausilio. |
calcolatori permettono a chiunque, anche a degli
studenti di liceo come noi, di svolgere un’analisi
dettagliata su determinati fenomeni.

Con questo lavoro ci siamo posti come obiettivo quello
di costruire una conoscenza di base in merito
all’argomento del caos deterministico. Questo lo
abbiamo fatto attraverso lo studio di tre sistemi caotici:
uno in ambito matematico, uno in ambito meccanico ed
uno in ambito elettrico.

La mappa logistica [1]

Nel 1976 lo scienziato Robert May, esperto di modelli
matematici per I'ecologia, pubblica un articolo dal titolo
Semplici modelli matematici con dinamiche molto
complicate. In questo articolo introduce un modello che
descrive come puo0 variare una popolazione di insetti.
Questo modello, chiamato mappa logistica, permette
di valutare come cambia il numero, nel caso del
suddetto articolo, della popolazione di insetti
conoscendo il numero in un determinato momento ed
un parametro che tenga conto di diversi fattori come la
mortalita, la natalita, la disponibilita di cibo, ecc. La
formula relativa alla mappa logistica & la seguente:

Xyir =7 Xy(1—Xy) (1)

dove r =4-1 pud assumere valori tra 0 e 4 e A
rappresenta il tasso combinato tra riproduzione e
mortalita, mentre Xy € un numero compresotraOe 1,
e rappresenta il rapporto tra la popolazione esistente e
quella massima possibile in un anno n, e
quindi Xo rappresenta il rapporto tra la popolazione
iniziale, all'anno 0, e quella massima.

Noi ci siamo limitati a studiare questa funzione dal
punto di vista matematico. Si tratta di iterare la (1) piu
volte. Ossia, si inserisce, al secondo membro
dell’equazione, un valore iniziale Xo (compreso tra 0 e
1) detto seme ottenendo un valore Xi che si inserisce,
sempre al secondo membro della (1), per ottenere Xz e
cosi via. In questo modo si ottiene una sequenza di
valori Xo, X1, Xa,...,Xn. Queste serie di valori, dette
traiettorie, assumono delle dinamiche diverse a
seconda del valore del parametro r. Nella iterazione
della (1), dopo una fase transitoria, le traiettorie
possono essere cicliche (una sequenza di valori si ripete
sempre uguale) o caotiche.

Un grafico che descrive I'andamento di queste soluzioni
al variare del parametro r e il noto diagramma di
biforcazione (figura 1).
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Figura 1 Diagramma di biforcazione della mappa logistica

Questo grafico mostra le traiettorie ottenute al variare
di r. Come si pud vedere per valori di r minore di 3 si ha
un ciclo limite di un solo valore, questo vuol dire che i
valori Xn+1 dopo una fase transitoria si assestano ad un
unico valore. Per valori di r compresi tra circa 3 e 3,4, il
ciclo limite “rimbalza” tra due valori. Quindi
aumentando ancora r, si passa a quattro valori, poi a 8
e cosl via, fino ad una serie di valori che non e piu ciclica,
anche se di tanto in tanto “spuntano” dinamiche
cicliche, come per esempio un periodo 3 per valoridir
leggermente sopra a 3,8.

Per visualizzare queste dinamiche abbiamo iterato, con
excel, la mappa logistica per diversi valori di r
ottenendo i grafici di figura 2 (a,b,c,d).
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Figura 2 a Periodo 1 ottenuto con seme pari a 0,6 e r=2,9.
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Figura 2 b Periodo 2 ottenuto con seme paria 0,7 e r=3,25.
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Figura 2 c Periodo 4 ottenuto con seme paria 0,72 e r=3,5.
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Figura 2 d. Andamento caotico ottenuto con seme 0,75 e r=3,975.

Nei quattro grafici riportati sopra si vede come le
traiettorie soluzioni della mappa logistica variano al
variare del parametro r, passando da una traiettoria
ciclica all’altra fino ad una sequenza di soluzioni che
non sembra avere nessun tipo di ciclicita e per questo
dette caotiche. In appendice [a] a titolo di esempio
facciamo vedere alcune reiterazioni di un periodo 2.

Un modo per visualizzare queste dinamiche & quello di
costruire dei grafici detti mappe di primo ritorno. In
questi grafici si mettono in relazione i valori Xn+1 con i
valori Xn. In figura 3 vi sono le mappe di primo ritorno
dei dati riportati in figura 2 senza il transitorio.
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Figura 3 Mappe di primo ritorno

Come si puo notare il numero di punti presenti in questi
grafici indicano il numero di soluzioni della funzione e
sono situati in corrispondenza del loro valore. Per il
periodo 1, infatti, abbiamo un punto, per il periodo 2 ne
abbiamo due, e per il periodo 4 ne abbiamo quattro.
Per quanto riguarda la mappa di primo ritorno di una
traiettoria che risulta caotica, invece, la situazione e
diversa. Il numero di punti trovato € “infinito”, per cui
nel grafico i punti visibili dipendono dal numero di
interazioni eseguite e rappresentano la soluzione di
ognuna di esse. Nelle dinamiche caotiche si pud notare
come la distribuzione delle soluzioni traccia una sorta
di parabola, indipendentemente dal valore di r e del
seme.

Un aspetto interessante che & emerso dalla nostra
analisi e che, nel caso di regimi caotici, cambiando di
poco il seme e lasciando il parametro r invariato si
hanno evoluzioni differenti. Questo comportamento
viene messo in evidenza nel grafico di figura 4 dove
sono riportate due traiettorie ottenute con r=3,79 e
semi 0,500 e 0,499.
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Figura 4 Confronto tra traiettorie caotiche con semi diversi e stesso
parametror.

Come si vede dal grafico di figura 4 basta una piccola
differenza tra i valori dei semi per avere, dopo qualche
iterazione, un discostamento tra le due traiettorie.
Infatti, la traiettoria ottenuta con seme pari a 0,499
(linea nera del grafico) si discosta dalla traiettoria
ottenuta con seme pari a 0,500 (linea arancione del
grafico) dopo circa venti iterazioni.

Questo fatto mette bene in evidenza la gia citata forte
dipendenza dalle condizioni iniziali.

Un'altra caratteristica della mappa, emersa per caso
durante le nostre analisi, € data dal fatto che si
ottengono evoluzioni uguali, dato un valore di r, se si
utilizzano due semi la cui somma e pari ad 1. Nei grafici
di figura 5a e 5b si puo notare questa perfetta
somiglianza che si evince anche dall’osservazione delle
serie numeriche ottenute con le iterazioni. Questi due
grafici sono stati ottenuti utilizzando un valore di r pari

a 3,79 e due semi pari rispettivamente a 0,700 e 0,300.



Xy vs Numero di iterazioni

0,8
0,6
0,4

0,2

0 20 40 60 80 100

Figura 5 a Traiettoria ottenuta con seme paria 0,7 e r=3,79.
Xy vs Numero di iterazioni

0,8
0,6
0,4

0,2
0 20 40 60 80 100

Figura 6 b Traiettoria ottenuta con seme paria 0,3 e r=3,79.

Questo risultato si puo dimostrare in modo
relativamente facile anche matematicamente
come riportato in appendice [b].

Un oscillatore meccanico

Un modo, relativamente semplice, per ottenere delle
dinamiche non lineari consiste nell’utilizzare degli
oscillatori di tipo meccanico. In letteratura ne abbiamo
trovati diversi ed abbiamo studiato qualche caso [2] [3]
[4]. Dopo aver esaminato i casi citati abbiamo pensato
di realizzare un “nuovo” oscillatore che potesse
presentare le tipiche dinamiche di un sistema caotico.
L’apparato sperimentale &€ molto semplice e prevede
I'utilizzo della rotaia a cuscino d’aria. In sostanza il
carrellino della rotaia e collegato a due molle uguali
(costante elastica 3,45 N/m) come si pud vedere nella
foto di figura 6.

Le altre estremita delle molle sono collegate una ad un
punto fisso della rotaia e l'altra ad un motorino
alternativo (Figura 7). Il motorino usato ha una corsa
variabile, noi abbiamo utilizzato I'ampiezza di 1,6 cm. La
velocita del motorino viene regolata da un piccolo
circuito acquistato appositamente. Per alimentare il
motorino abbiamo utilizzato un generatore in continua
presente nel nostro laboratorio.

Figura 7 Motorino alternativo con regolatore di velocita

Azionando il motorino e il compressore della rotaia il
carrellino inizia ad oscillare e dopo una fase di
transizione assume delle dinamiche “stabili”. In realta i
sistemi che abbiamo provato sono tre. Il primo sistema
che abbiamo analizzato & quello riportato in figura 6,
dove, come si puo notare, sopra al carrellino € posta
una bacchetta, con una piccola “zavorra”, vincolata al
carrello con una molla. In sostanza quando il carrello
inizia ad oscillare anche la bacchetta ha una oscillazione
che in qualche modo influenza I'intero sistema.

Nel secondo caso abbiamo fatto oscillare il carrellino
senza la bacchetta. Infine, nel terzo, abbiamo utilizzato
due carrellini collegati tra loro da una terza molla
(costante elastica 15 N/m) come riportato in figura 8.

Figura 8 Apparato sperimentale con due carrellini

Ovviamente, in tutti e tre i sistemi, le dinamiche di
oscillazione variavano al variare della frequenza di
oscillazione del motorino. Per cui il nostro lavoro e
consistito nell’andare alla ricerca di oscillazioni cicliche
ed eventualmente caotiche al variare della frequenza
del motorino. Tutti e tre i sistemi sembrano mostrare
dinamiche varie e simili anche se noi riportiamo i
risultati del primo sistema perché e quello che abbiamo
studiato piu dettagliatamente e sembra mostrare una
maggiore varieta di oscillazioni.

Sin dalle prime prove abbiam capito che il sistema
realizzato potesse avere le caratteristiche per cui lo



avevamo pensato, ma nello stesso tempo ci siamo resi
conto che risultava piuttosto complicato da
interpretare, anche perché, a differenza dei casi presiin
esame, il nostro dispositivo € particolarmente sensibile
alle variazioni dei parametri che lo influenzano.

Per lo studio di queste dinamiche ci siamo avvalsi
dell’utilizzo del software Tracker che permette di
analizzare i moti a partire da un video. Per la
realizzazione dei video abbiamo utilizzato uno
smartphone e un cavalletto. Per I'analisi del moto
abbiamo analizzato i diagrammi orari (x, t) e
I’'andamento nello spazio delle fasi (v, x).

Inizialmente la nostra idea era quella di valutare le
dinamiche al variare della frequenza di oscillazione del
motorino alternativo prendendo spunto dal lavoro [4].
In particolare, volevamo cercare dinamiche regolari per
frequenze sottomultipli della frequenza di risonanza del
nostro sistema. In realta questo non e stato possibile
perché, essendo il periodo di oscillazione del nostro
sistema circa 1,4 s, avremmo dovuto ricercare le varie
dinamiche per periodi di oscillazione del motorino pari
a 28 s, 42 s e cosi via. Purtroppo, con il nostro
motorino, che ovviamente non & stato pensato per
questo tipo di applicazioni, non si riesce ad ottenere
periodi inferiori a certi valori e comunque perde di
“regolarita” quando le velocita sono relativamente
basse. In ogni caso, ci & parso di capire che il nostro
sistema, in linea di principio dovrebbe avere un
comportamento analogo a quello descritto nel lavoro
[4] per frequenze sottomultipli della frequenza di
risonanza dell’oscillatore.

Come tutti i sistemi oscillanti anche il nostro oscilla
armonicamente quando la frequenza della forzante
coincide con la frequenza di risonanza. Infatti, per
periodi di oscillazione del motorino pari a circa 1,4 s
(frequenza pari a 0,714 Hz), si ottiene un’oscillazione
armonica del carrellino molto ampia come si pud
notare nel grafico di figura 9a-b, dove sono riportati
rispettivamente il diagramma orario e il relativo
andamento nello spazio delle fasi. In alcuni casi, con
questa frequenza, I'ampiezza di oscillazione era cosi
ampia che “saltavano” i vincoli delle molle.
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Figura 9 a Oscillazione di periodo 1 ottenuta con fmotorino=0,714 Hz.
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Figura 9 b Periodo 1 nello spazio delle fasi.

A causa del limite citato del nostro apparato abbiam
dovuto lavorare con frequenze di oscillazione del
motorino superiori a quelle di risonanza del sistema
(0,714 Hz). Inoltre, la misura del periodo di oscillazione
del motorino I'abbiam dovuta effettuare manualmente
attraverso la misura del tempo di n oscillazioni. Questo,
ovviamente ha comportato una certa perdita di tempo.
Inizialmente abbiamo cercato di aumentare Ila
frequenza di oscillazione di risonanza del carrellino
utilizzando molle con costante elastica piu grande. Il
risultato non e stato soddisfacente, innanzitutto perché
comungue non si riesce ad ottenere valori che possano
migliore significativamente il problema sopra descritto,
ma, in tal caso, subentra anche un altro problema ossia
il carrellino oscilla molto piu velocemente e con
ampiezze inferiori, aspetto che comporta difficolta
nell’analisi video.

In ogni caso, anche lavorando con frequenze di
oscillazione del motorino superiori alla frequenza di
risonanza del carrello si riescono ad ottenere dinamiche
interessanti con periodo superiore ad 1.

A titolo di esempio, in figura 10 a-b e 11 a-b sono
riportati i grafici di un’oscillazione di periodo 2 e una di
periodo 3 con gli andamenti nello spazio delle fasi dove
si possono contare un numero di “anelli” pari al
periodo.
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Figura 10 a Oscillazione di periodo 2 ottenuta con fmotorino=1,07 Hz
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Figura 10 b Periodo 2 nello spazio delle fasi.
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Figura 11 a Oscillazione di periodo 3 ottenuta con fmotorino=0,952 Hz
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Figura 11 b Periodo 3 nello spazio delle fasi.

Anche il nostro sistema, come quello riportato nel
lavoro [4], presenta oscillazioni periodiche con periodi
superiori al 3. Riportiamo, a titolo di esempio,
un’oscillazione di periodo 12 (figura 12 a-b), ottenuta
con frequenza del motorino pari a 0,769 Hz, dove si puo
notare un andamento dell’lampiezza somigliante a
quello che si ha nel caso dei battimenti in acustica.
Questa caratteristica I'abbiamo ritrovato praticamente
per tutte le oscillazioni con periodo superiore al 3.
Inizialmente questo aspetto era passato inosservato,
ma poi abbiamo pensato che fosse un comportamento
analogo a quello dei battimenti. Questa idea & stata
fondamentale per capire quale fosse la relazione tra le
oscillazioni periodiche e la frequenza del motorino. Fino
a quel momento, per trovare le varie oscillazioni,
procedevamo a caso, una volta stabilita la relazione tra
frequenza e periodo dell’oscillazioni e diventato molto
piu agevole trovare le oscillazioni desiderate.
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Figura 12 a Oscillazione di periodo 12 ottenuta con fmotorino=0,769 Hz
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Figura 12 b Periodo 12 nello spazio delle fasi.

In pratica, in analogia con quanto avviene con i
battimenti, abbiamo pensato che la frequenza con cui
varia 'ampiezza dell’oscillatore fosse uguale al valore
assoluto della differenza della frequenza del motorino
e la frequenza di risonanza dell’oscillatore. In effetti,
appena abbiamo controllato le varie misure abbiamo
avuto conferma di quanto ipotizzato. In pratica, per
determinare la frequenza di oscillazione del motorino
(fin) necessaria per ottenere una oscillazione di periodo

n, deve essere soddisfatta la seguente relazione:
1 n

fo = fml ~ fo
dove f, & la frequenza del carrellino (0,714 Hz).
Infatti, facendo riferimento, per esempio, al periodo 3

si ha:

n 1 1 . . 0,714
- = = —— da dove si ottienen = — =
fo  lfo—fml 0238 0,238

Con questa “scoperta”, anche se il nostro motorino non
ha la possibilita di impostare automaticamente la
frequenza, risulta molto semplice trovare le oscillazioni
periodiche.

Un’oscillazione di periodo “lungo”, che presenta un
diagramma orario e un attrattore nello spazio delle fasi
particolare e quella riportata nei grafici di figura 13 a-b.
Questo tipo di grafico non I’abbiamo trovato in
letteratura ed e stato ottenuto con il carrellino singolo
sia senza che con asta oscillante.
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Figura 13 a Oscillazione di periodo “lungo” ottenuta con fmotorino=3,5
Hz con carrellino con asta oscillante
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Figura 3 b Periodo “lungo” nello spazio delle fasi.

Infine, con il nostro dispositivo € possibile ottenere
anche oscillazioni non periodiche, quindi caotiche. In
particolare, questo tipo di dinamica viene ottenuta
molto facilmente con il dispositivo configurato con il
doppio carrellino, analizzando le oscillazioni del
carrellino non sollecitato direttamente dal motorino.
In figura 14 a-b viene riportato un esempio di tale
dinamica ottenuta con il carrellino singolo con asta
oscillante.
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Figura 14 a Oscillazione caotica ottenuta con fmotorino=0,927 Hz

Come visto dalla sintesi dei risultati riportati sopra il
nostro dispositivo € in grado di esibire dinamiche
tipiche dei sistemi caotici, passando da oscillazioni
periodiche ad oscillazioni caotiche.

Certamente con un motorino con frequenza di
oscillazione controllabile automaticamente
diventerebbe molto piu semplice lo studio di questo
sistema.
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Figura 14 b Caotico nello spazio delle fasi.

Un circuito elettrico [3]

Nell’articolo [3] viene mostrato un pendolo elastico
torsionale che presenta evoluzioni temporali
imprevedibili in quanto fortemente dipendente da
piccolissime variazioni nelle condizioni iniziali. Questo
sistema e descritto da un’equazione differenziale detta
equazione di Duffing.

Nello stesso articolo viene mostrato come € possibile
realizzare un circuito elettrico che sia regolato
dall’equazione di Duffing che riportiamo di seguito:

S +av+pv? +e%=f(t) = fsin(wt)  (2)

Il circuito, il cui schema e riportato in figura 15, prevede
I'utilizzo dei comuni amplificatori operazionali (LA741)
e due moltiplicatori (AD 633) e risulta relativamente
facile da montare.

M

Figura 15 Schema dell’oscillatore che obbedisce all’equazione di
Duffing

Senza entrare troppo nello specifico descriviamo
brevemente come funziona il suddetto circuito.

| primi due operazionali (IC1 ed ICz2) sono collegati ad
anello; ossia l'uscita di ciascuno di essi & collegata
all'ingresso invertente dell’altro, in questo modo si
ottiene un circuito oscillante. La tensione (V) di uscita
del secondo operazionale ¢ la tensione oscillante che
segue l|'equazione di Duffing e viene fornita ad
entrambe gli ingressi del moltiplicatore Ma.
Quest’ultimo in uscita da il quadrato di V diviso 10.
Questo segnale viene moltiplicato per -10
dall’operazionale ICs, in questo modo nel moltiplicatore
M entrano i segnali -V2 e V e in uscita si ha -v3/10. Una
parte di questa tensione, prelevata al cursore del



potenziometro Ps3, viene riportata all'ingresso
invertente di IC1 tramite la resistenza Rs.

All'ingresso dell’operazionale ICi vengono sommati
quattro segnali: il segnale sinusoidale esterno f(t) che
rappresenta la forzante, una frazione del segnale
-V3/10, una frazione del segnale V e una frazione del
segnale V1 in uscita da IC1.

| valori a, B e € dell’equazione (2) rappresentano
rispettivamente le frazioni delle tensioni in uscita dai
potenziometri P2, P3s e P1. Nell’articolo [3] si € analizzato
il comportamento del circuito con i valori a=-1, B=1 e
€=0,5, questa rappresenta la configurazione che meglio
evidenzia la transizione al caos.

Noi abbiamo montato il circuito su breadboard (figura
16) utilizzando componenti i cui valori sono riportati in
appendice [c].
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Figura 16 Apparato sperimentale

Abbiamo replicato le misure riportate nell’articolo [3]
ottenendo gli stessi risultati.

Le misure sono state effettuate con una forzante
sinusoidale con frequenza di 160 Hz ed ampiezza
variabile tra 0 e 1 V. Al variare dell’ampiezza si possono
osservare in uscita tensioni periodiche di periodo 1, 2
ecc. ed anche oscillazioni caotiche. Di seguito
riportiamo alcuni dei risultati ottenuti. Per una
questione puramente “estetica” riportiamo i grafici
della simulazione effettuata con il software Multisim,
visto che i grafici ottenuti con I'oscilloscopio sono un
po' “sporchi”, problema che speriamo di risolvere
quando riusciremo a montare il tutto su circuito
stampato, lavoro che non abbiamo potuto completare
per mancanza di materiale.

Per ampiezza della forzante f inferiore a circa 0,34 V si
hanno solo oscillazioni armoniche come quella
riportata in figura 17 a, dove l'uscita e rappresentata
dalla linea verde e I'ingresso dalla linea rossa.

Figura 17 a Oscillazione di periodo 1 ottenuta con Vin=0,20 V

Per ampiezze un po' piu grandi si osserva la
duplicazione del periodo (figura 17 b) e per f=0,364 V
un periodo 4 appena accennato (figura 17 c).

Figura 17 b Oscillazione di periodo 2 ottenuta con Vin=0,355 V.

Con piccoli ulteriori incrementi dell’ampiezza della
forzante si passa ad oscillazioni caotiche. Tuttavia, in
guesta ampia zona caotica si incontrano molte “finestre
periodiche”, cioé intervalli di ampiezze Vin nei quali le
oscillazioni ridiventano periodiche.

A titolo di esempio nelle figure 17 d-e vengono
riportate oscillazioni periodiche di periodo 3 e 5. Infine,
le figure 17 f-g riportano due esempi di oscillazioni
caotiche.

Figura 17 c Oscillazione di periodo 4 ottenuta con Vin=0,364 V

Figura 17 d Oscillazione di periodo 3 ottenuta con Vin=0,94 V



Figura 17 e Oscillazione di periodo 5 ottenuta con Vin=0,52 V

Figura 17 f Oscillazione caotica ottenuta con Vin=0,70 V

Figura 17 g Oscillazione caotica ottenuta con Vin=0,79 V

Conclusioni

Con questo progetto abbiamo esplorato un ambito
della scienza che non viene trattato nel normale
percorso scolastico, questo ha comportato diverse
difficolta nel comprenderlo. Proprio per questo
abbiamo avuto bisogno di molto tempo per entrare
nell’ottica di questa tipologia di fenomeni a noi prima
sconosciuti.

Studiando i tre differenti sistemi abbiamo, inoltre,
compreso come a partire da un sistema
apparentemente lineare possano emergere dinamiche
caotiche, le quali sembrano ugualmente obbedire a
delle leggi ben precise, sebbene non siano sempre facili
da individuare. In particolare, nel sistema meccanico,
non siamo riusciti a riscontrare alcuna relazione tra le
frequenze dell’oscillatore e del motorino, finché
durante una lezione di fisica abbiamo trattato i
battimenti e, ripensando ad alcuni grafici ottenuti
precedentemente, ci & venuta l'intuizione di verificare
se il sistema obbedisse allo stesso tipo di relazione.
Sicuramente la migliore lezione che abbiamo appreso
da questa esperienza e che, in ambito scientifico, il
perseverare porti spesso a scoperte nuove, a volte
anche grazie ad intuizioni casuali.
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Appendice
[a] Consideriamo la mappa logistica con r=3,25
Xyi1 =325 Xy(1 - Xy)

Prendiamo il seme X, =0,7
nell’equazione, si ottiene

e inseriamo questo valore

X; =3,25-0,7(1-0,7) = 0,6867
per calcolare

ora si utilizza questo valore

X, =3,25-0,6867(1 — 0,6867) = 0,6992 si ripete la procedura
X; =3,25-0,6992(1 — 0,6992) = 0,6835

X, =3,25-0,6835(1 — 0,6835) = 0,7030 continuando

X, = 3,25-0,4953(1 — 0,4953) = 0,8124

X,5 = 3,25-0,8124(1 — 0,8124) = 0,4953

X,6 = 3,25-0,4953(1 — 0,4953) = 0,8124

X5, =3,25-0,8124(1 — 0,8124) = 0,4953

Come si puo notare, dopo una ventina di iterazione, i valori
ottenuti sono due. Questo rappresenta una traiettoria ciclica di
periodo 2 e viene visualizzata bene nel grafico di figura 2 b.

[b] Per dimostrare questa simmetria siamo partiti dall’equazione
iniziale y = rx,(1 — x,,) e, considerando che due grafici sono uguali
se sono descritti dalla stessa funzione, abbiamo provato a cercare
quale fosse la condizione affinché quest’uguaglianza si verifichi.

Ponendo x; come seme del primo grafico e x, come seme del
secondo grafico, abbiamo uguagliato le due equazioni, ottenendo:

rx (1 —x1) =rx,(1—x3)

A questo punto, essendo il parametro r uguale per entrambe,
semplifichiamo I'equazione e moltiplichiamo i termini, ottenendo:

X, —x2 =x, —x2
Ordinando i termini, abbiamo: ~ x2 —x? = x, — x;
Quindi, scomponendo il binomio a destra, otteniamo:
(2 = x) (X2 +21)= %, — 1
Quest’ultima eguaglianza é verificata quando: X, +x, =1

[c] Valori degli elementi circuitali:

R1=R»=R4=Rs=100 kQ; R=Re=R3=I0OR=10 kQ; Ci1=C,=10 nF.



